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Kapitel 1

Projektdefinition

Im Durchschnitt trinkt jeder Deutsche vier Tassen Kaffee am Tag, das entspricht 160 Liter bzw. 6,7
Kilogramm pro Jahr. Damit ist Kaffee noch vor Bier das beliebteste Getréink der Deutschen. Kaffee
wird i.A. mit siedenem Wasser aufgebriiht und bei einer Temperatur von ca. 50 bis 60°Cgetrunken.
Im Projekt Praktische Mathematik haben wir die Dauer der Abkiihlung eines frisch aufgebriithten
Kaffees und der Tasse untersucht. Dazu haben wir eine FEM-basierte Simulation programmiert,
die das Abkiihlverhalten des Kaffees und die Warmeausbreitung in der Tasse und der Umgebung
in Abhéngigkeit der Anfangstemperatur des Kaffees, der Umgebungstemperatur, und der Wérme-
leitfahigkeit der Materialien berechnet.

Die Vorgehensweise, die mathematische und physikalische Theorie, die Implementierung als C-
Programm und die Ergebnisse finden sich in folgendem Bericht. Aulerdem kann der aus den Er-
gebnissdaten erzeugte Film der Abkiihlung in Form eines Daumenkinos am unteren Rand dieses
Berichtes betrachtet werden.

Der besondere Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Darstellung eines dynamischen, zwar rotati-
onssymmetrischen aber dreidimensionalen Problems. Es ergaben sich dabei spezielle Anforderungen
an die Uberfithrung der mathematischen Theorie eines instationiren Problems in ein einfaches Mo-
dell zur programmtechnischen Losung unserer Aufgabe.

Als Anwendung kénnte damit die Auswirkung verschiedener Kaffeetassenmaterialen oder Geome-
trien auf die Abkiihlgeschwindigkeit untersucht werden. Dabei kann das schnelle Abkiihlen wie
auch das Warmbhalten, z.B. bei einer Thermoskanne, von Interesse sein.

Neben der vielleicht etwas trivialen Anwendung fiir Kaffeetrinker, konnten mit dem Programm
auch andere technische Problemstellungen berechnet werden. Es kann die dynamische Wérmeaus-
breitung um beliebige doppelsymmetrische, dreidimensionale Kérper numerisch ausgeben.




Kapitel 2

Physikalische Grundlagen

2.1 Herleitung der Wiarmeleitungsgleichung

Der Kaffee kiihlt ab, indem er seine Wirmeenergie an die Umgebung abgibt. Dies geschieht ne-
ben der Wérmeabgabe, durch die hier vernachlissigte Warmestrahlung, im Wesentlichen durch
Warmeleitung. Dieser Vorgang soll daher Ausgangspunkt der Betrachtung sein.

Die abflielende Wérme kann durch einen Vektor ¢ , die Warmestromdichte beschrieben werden.
Dieser gibt die Richtung des Wéarmestroms und dessen Betrag die Menge an transportierter Warme-
energie, bezogen auf Fliche und Zeit, an. Anschaulich steht dieser Vektor senkrecht auf der Tas-
senoberfliche und da Warmeleitung immer in Richtung abnehmender Temperatur stattfindet, zeigt
er nach auflen. Eine Beziehung zum Temperaturgradienten und zur Warmeleitfahigkeit A des Me-
diums liefert uns das Fouriersche Gesetz:

g = —AgradT (2.1.1)

Dabei gilt im dreidimensionalem Raum: VT := (g—f, %_27 %—f). Des weiteren gilt das Gesetz der Ener-

gieerhaltung, welches besagt, dass die gespeicherte Energie gleich der Summe aus transportierter
und gewandelter Energie sein muss die Warmeenergie, die je Zeiteinheit aus einem bestimmten
Gebiet herausfliet, mufl durch Umwandlung anderer Energieformen erzeugt werden.

Ziel ist es nun, aus dem Energieerhaltungssatz eine Differentialgleichung abzuleiten. Dazu betrach-
ten wir ein kleines Rechteck in der Ebene mit den Kantenlingen Az, Ay . Wir wollen untersu-
chen wieviel Warmeenergie je Zeiteinheit aus dem Rechteck herausstromt. Die Warmestromdichten
G(z,y) durch die vier Rechteckseiten nach aufien kénnen an den Seitenmittelpunkten berechnet und
durch eine Taylorreihe dem wirklichen Wert gen&hert werden.

Da wir das Rechteck als differentiell klein annehmen, kann ¢ iiber der jeweiligen Seite als konstant
gelten. Der Wirmestrom durch die untere Rechteckseite nach auflien betrigt dann:

. Ax ) g
—g(x + T,y)A;E ~ [—q(x,y) - %A,T] Azx.

Analog erhélt man fiir den Wérmestrom durch die obere Seite:

. Ax N . ¢ dq
(z+ ==y + Ay)Ar ~ [—q(x, y)+ g Azt a_yAy] Az.

Genauso fiir die rechte und die linke Seite:

. dy . dq 04
q(r + Az, y + 5 JAy ~ [ q(z,y) + aa;A"“L ayAy] Ay,

. N . 9q 9q
—q(z,y + T)Ay ~ - {—q(x, y) + %Aaz + a—yAy Ay.

Die Summe der Energiestrome der 4 Seiten entspricht der gesamten Wirmestromdichte des Recht-
ecks nach auflen und lautet:

QZ[@—F@]AxAy.




Jetzt teilen wir durch AzAy, was gerade der Fliche des Rechtecks entspricht und erhalten:

Q oq 04 . .
{81: + 81:] = div q.

AzAy

Je kleiner die Seiten des Rechtecks werden, desto genauer wird die Ndherung und da wir uns
auf die Grofle der Fliche beziehen, spielt auch die Geometrie der Fliche keine Rolle. Fiir den
Grenzwert verschwindender Fliche, ist das Verhéltnis Warmestrom nach auflen je Fliche stets
durch den selben Ausdruck gegeben. Man kann den Warmstrom auch auf Volumina, z.B. einen
Quader beziehen. Die Divergenz des Wirmestromes lautet dann:

L aq 04 04 ow

divi(r.y.2) =5 +5 * 5, "o

Auch hier ist die Naherung desto genauer, je kleiner das Volumen ist. %—? ist dabei die zeitliche
Anderung der Wirmeenergiedichte, die nach dem Energierhaltungssatz durch Wirmetransport
nach auflen abnimmt. Wir erhalten damit einen Erhaltungssatz in Form einer sog. Kontinuitéts-
gleichung:

o Ow
dwq+a—0.

Da im Inneren zusétzliche Energie durch Umwandlung anderer Energieformen enstehen kann, muss
die Differentialgleichung auf der rechten Seite durch ¢g ,die spezifische Ergiebigkeit der Wérme-
quelle, ergénzt werden. Diese gibt an, wieviel Wérmeenergie pro Volumen- und Zeiteinheit an
welchem Ort entsteht.

ow
ot
Zwischen der Temperatur und der Warmeenergie lédsst sich nun noch folgender Zusammenhang
herstellen:

div ¢ + qE (2.1.2)

ow oT

ot ~ ot
c ist dabei die spezifische Wirme je Masseneinheit und p die Materialdichte, die hier als tempera-
turunabhingig angenommen werden kann. Jetzt kénnen wir das FOURIERsche Gesetz (2.1.1) und
die Gleichung (2.1.3) in die Gleichung (2.1.2) einsetzen und erhalten damit die dreidimensionale
Wirmeleitungsdifferentialgleichung:

oT 0 oT 0 orT 0 oT )

Oder in symbolischer Schreibweise:

(2.1.3)

oT .
peoy =V [A-VT]+g.

Fiir unsere Bediirfnisse, konnen nun noch folgende Vereinfachungen getroffen werden.
Da unsere Tasse rotationssymmetrisch ist, konnen wir die Temperaturabhéngigkeit der Warmelei-
tungsgleichung auf zwei Ortskoordinaten beschrinken, d.h.:

T(z,t) =T(x,y,t).

Was fiir das Wasser, bzw. den Kaffee und die Luft hinsichtlich der Isotropie gilt, soll auch fiir die
anderen Werkstoffe gelten. Es gilt also wegen A — X :

oT
—=V- T]+q
pe V- [AVT] + ¢e

AufBlerdem soll jedes Material, beziiglich der Warmeleitfihigkeit, homogen und temperaturun-
abhéngig sein: (A # A(z) , A # A(T') . Damit kann A vorgezogen werden und unter Verwendung des
LAPLACE-Operators ergibt sich, mit den getroffenen Annahmen, aus Gleichung (2.1.4) folgende
kompakte Form:

oT
pear = AT + . (2.1.5)




2.2 Randbedingungen

Besonders interessant und wichtig sind die Wérmeleitvorginge an den R#éndern. Solche Rénder
sind zum Beispiel die Symmetrielinie und die duflere Grenze unseres Systems Kaffeetasse und
Umgebung. Wir unterscheiden zwischen drei verschiedenen Ubergangsbedingungen.

o DIRICHLET-Randbedingung (1. Art)
Bei der DIRICHLET-Randbedingung ist die Temperatur am Rand des Gebietes fest vorgege-
ben. Dies ist z.B. bei einer an die Umgebung angrenzenden Fliissigkeit bei bekannter Umge-

bungstemperatur gegeben.
T(xz,t) = Tr(z,t) (2.2.1)

Dabei kann TR eine vorgegebene Funktion oder eine Konstante annehmen. Die Bezeichnung
geometrische oder kinematische Randbedingung ist ebenfalls {iblich.

o NEUMANN-Randbedingung (2.Art)
Ist ein konstanter Warmestrom ¢y iiber den Rand, senkrecht zur Oberfliche vorgegeben, so
léisst sich die NEUMANN-Bedingung verwenden. Sie wird beschrieben durch:

- g= - - Vu=qn. (2.2.2)

Liegt eine ideale Isolierung vor spricht man von der homogenen NEUMANN-Randbedingung,
bei der ¢y = 0 ist:
Al -g= -’ -Vu=0. (2.2.3)

o Cauchy Randbedingung (3.Art)

Eine weitere, sehr realitdtsnahe Randbedingung besteht darin, anzunehmen, dafi der Warme-
strom senkrecht zum Rand proportional zur Differenz der Innentemperatur u; und der Au-

Bentemperatur u, ist:
=\ - Vu=alu; —u,). (2.2.4)

Der Ubergangskoeffizient « ist schwierig zu bestimmen und fiir wichtige Materialien in
Handbiichern tabelliert.




Kapitel 3

Mathematische Modellbildung

3.1 Losungsansatz fiir die Wiarmeleitungsdifferentialgleichung

Die nun gesuchte Losung der Wirmeleitungsgleichung mufl die Differentialgleichung an jeder Stel-
le des betrachteten Gebietes erfiillen und auf dem Rand des Gebietes die geforderten Randwerte
annehmen vgl. Abs. 2.2. Dies wird hier jedoch nur in Form einer Ndherungslosung moglich sein,
da es nur selten gelingt eine analytische Losung fiir die Wéarmeleitungsgleichung zu finden.

Ein géngiger Weg die Warmeleitungsgleichung mit der finiten Elementmethode zu 16sen, fithrt tiber
das Extremal- oder Variationsprinzip. Hierfiir muss ein Funktional existieren, das fiir die gesuchte
Losung einen extremalen oder stationdren Wert annimmt.

Wir wollen das Abkiihlverhalten des Kaffees in Abhéngigkeit von der Zeit untersuchen, haben al-
so ein instationdres Problem. Bei der instationdren Wirmeleitungsgleichung existiert jedoch kein
solches Funktional. Daher werden wir zur ndherungsweisen Losung nicht von einem Funktional,
sondern von einer sog. ‘schwachen Formulierung’ der Differentialgleichung und den Randbedingun-
gen ausgehen. Zusétzlich treten bei einem zeitabhidngigem Problem Anfangsbedingungen auf. Eine
Funktion u, die die schwache Formulierung befriedigt heifit ‘schwache Losung’.

3.2 Schwache Formulierung

Um die schwache Formulierung zu erhalten gehen wir wie folgt vor: Wir multiplizieren die Diffe-
rentialgleichung mit einer Testfunktion und integrieren das Ergebnis {iber das Grundgebiet:

/(WDGL - Test funktion) dQ2 = 0.
Q

Wir gehen dazu zuniichst wieder von der vereinfachten Wérmeleitungsgleichung (2.1.5) aus:
oT
— = AT +¢
pc ot + 4k,

mit den in Abs. 2.2 genannten Randbedingungen. Diese wird mit der dimensionslosen Testfunktion
¥ (z) multipliziert, welche nur vom Ort und nicht von der Zeit abhéngt. Die Testfunktion muss
dabei folgenden Eigenschaften geniigen:

e die Testfunktion muss auf dem DIRICHLET-Rand Cp in unserem Modell verschwinden:
Y(x) =0, z € Cp, auf dem CAUCHY- und dem NEUMANN-Rand darf sie beliebig sein;

e die Testfunktion muss innerhalb des betrachteten Gebietes stiickweise stetig, d.h. differen-
zierbar sein.

Wir erhalten also:
ca—T —AMT — g |Yp=0
P ot qE =0

Nun folgt die Integration {iber die gesamte Flache:

/ (pca—T — AT — qE) PdA=0.
ot
A




Durch umstellen der Einzelintegrale entsteht:

/pc%—f@pdA—/wATdA—/qudA: 0. (3.2.1)
A A A

Um das 2. Integral auf der linken Seite umzuformen, brauchen wir die 1. GREENsche Formel. Sie
lautet in allgemeiner Form:

/(Vu,VU> dV = /u(Vv,n> dc—/uAvdV (3.2.2)
Q E19) Q

Sie gilt auf einem beschrinktem Gebiet 2 € R? mit der Oberfliiche Q mit der #uBeren Normalen
n. Dabei ist n iiberall von Null verschieden und u und v reellwertige Funktionen auf einer offenen,
) umfassenden Menge. Um den Satz anwenden zu konnen, stellen wir um:

/uAvdV = /u(Vv,n> de— [ (Vu, Vo) dV. (3.2.3)
Q i) Q

Dies wenden wir nun mit u = v, v = AT auf unser Fléchenintegral (3.2.1) an und erhalten:

oT
/pcﬁi/)dA— /1/;@- (AVT) dC—/w-WTdA —/AqudA:O. (3.2.4)
A A A

Dabei haben wir dA = dV und dc = dC gesetzt. Jetzt bringen wir das 2. und das letzte Integral
von der rechten auf die linke Seite und erhalten:

oT
/pcgwdA—i—/Vw-)\VTdA: /qudA—i-/wn- (AVT) dC (3.2.5)
A A A 0A

Der letzte Term beschreibt dabei das Temperaturverhalten am Rand. Bevor nun ein Ansatz fiir
T(z,t) eingesetzt werden kann, miissen noch die bereits im vorigem Abschnitt 2.2 besprochenen
Randbedingungen eingearbeitet werden.




3.3 Modellierung der Randbedingungen

Der Rand in Gl. (3.2.5) wird nun in Teilrédnder eingeteilt, auf denen DIRICHLETsche, NEUMANNsche
und CAUCHYsche Randbedingungen vorgegeben sind. Fiir das Randintegral folgt dann also:

/wn (AVT) dC = /wn (AVT) dO+/1/m (AVT) dC+/1/m (AVT) dC.

BCD =0 BCN 8CC

Da die Testfunktion v auf dem DIRICHLET-Rand verschwinden soll, ist dieser Term gleich Null.
In die restlichen Randintegrale werden nun die Randbedingungen (2.2.2) n-¢ = dr,z € Cy und
(2.24) n-¢= T — Triidqw)), z € Cc eingearbeitet. Das fithrt insgesamt auf:

/pc%—f1/1dA+/AV1/1-VTdA:
A

4 (3.3.1)

/ i dA+ / W) dC / YolT — Trrasa) dC.
A Cn Ce

Dies ist die sogenannte schwache Formulierung der ebenen Warmeleitungsgleichung. Eine Funktion
T(z,t), also eine sog. schwache Losung muss folgenden Kriterien geniigen.

e Sie muss einmal im Ort und einmal in der Zeit differenzierbar sein.

e Sie muss fiir jede erlaubte Testfunktion 1 und zu allen Zeiten t die schwache Formulierung
erfiillen.

¢ Sie muss auf dem DIRICHLET-Rand der DIRICHLET-Randbedingung geniigen.

Fiir die weitere Berechnung benotigen wir die schwache Formulierung noch in kartesischen Koor-

dinaten:
oT oY oT
/pm/)EdA—l—//\a Er dA+/1/)aTdC—
A A

(3.3.2)
/ s dA + / (—dz) dC + / Gl = Trisa) dC = 1,2
A CnN Ceo

Mit Hilfe der schwachen Formulierung kann nun, ohne dass eine klassische Losung bekannt ist
oder gar existiert, eine physikalisch sinnvolle Losung fiir die Temperatur des Kaffees numerisch
berechnet werden.

3.4 Methode der finiten Elemente

Um einen Ansatz fiir die Temperatur T'(z,t) in (3.3.2) zu finden wird unser Gebiet, in folgendem
A genannt, in lineare Elemente unterteilt. In unserem Fall sind das Dreiecke. Die Eckpunkte der
Dreiecke werden Knoten genannt und entgegen dem Uhrzeigersinn durchnummeriert.

Im einfachsten Fall bestiinde unser Gebiet nur aus einem Dreieck und unser Gebiet miisste in
diesem Fall ebenfalls dreieckig sein. Als Ansatz fiir die Beschreibung des Temperaturverlaufs ber
diesem Dreieck bietet sich im einfachsten Fall ein linearer Polynomansatz an:

T(x,y,t) = a1 (t) + as(t)z + az(t)y. (3.4.1)

In diesem Ansatz fr die Temperatur wird also nach dem Ort und der Zeit separiert und der Funkti-
onsverlauf der Temperatur entspricht einer Ebenengleichung. Die wirkliche Temperatur wird dabei
natiirlich immer unbekannt bleiben, da es sich dabei um keine analytische sondern eben um eine
Né#herungslosung handelt.

Der Temperaturverlauf im gesamten Gebiet wird nun nur noch durch die Paramter aj bestimmt.
In der wahren Losung diirfte jeder Punkt des Gebietes eine andere Temperatur besitzen und die
Anzahl der Freiheitsgrade des Systems wire somit unendlich. In unserer Ndherungslosung wird
die Temperatur nur durch die drei Funktionswerte in den Ecken des Dreiecks bestimmt und die




Anzahl der Freiheitsgrade entspricht gerade der Anzahl der Parameter a.

Das o0.g. System mit nur einem Dreieck héitte demnach genau drei Freiheitsgrade. Die Funktions-
werte der Temperatur in den Ecken werden entsprechend den Knotennummern durchnummeriert
und wir kénnen den Ansatz folgendermaflen formulieren:

T(t,0) = 3 wn(®)fi (@) = wi(Of (@) +ua(0)f3 (0) + us(t) f§ (@) @ € A, (3.4.2)

Die uy, entsprechen dabei den Knotentemperaturen. Bei den Parametern f* handelt es sich um die
sogenannten Formfunktionen. Werden diese in einem Vektor zusammengefasst:

fi(x)
fr@)= | f3(@) ), xeA,
f3(x)

konnen wir den Ansatz auch folgendermaflen formulieren:

T(t,z) = f*(x) ult),z € A. (3.4.3)

Die Knotentemperaturen werden ab jetzt mit wuy bezeichnet. Bevor der Ansatz fiir die Tempera-
tur in die schwache Formulierung (3.3.2) eingesetzt werden kann, muss noch die Testfunktion 1)
angepasst werden.

Da unser Ansatz (3.4.3) drei unbekannte Koeffizienten uy, enthilt, sind auch drei linear unabhéngige
Testfunktionen zur Bestimmung dieser Koeflizienten notwendig. Fiir die ortsunabhéngige Testfunk-
tion bietet sich daher eine Linearkombination der drei Formfunktionen f; * an:

N=3
Y(@) =Y uff (@) =vifi +vafs +vsfi. (3.4.4)

=1

Da die Formfunktionen f;* auf dem DIRICHLET-Rand nicht verschwinden aber die Testfunktion
dort wie gefordert verschwinden soll, werden die Parameter v; dort einfach als Null definiert. Im
Inneren des Gebietes und auf dem NEUMANN- oder CAUCHY-Rand sind die Koeffizienten v; vollig
beliebig.

Diese Koeffizienten kéonnen nun ebenfalls in einem Vektor zusammengefasst werden:

und die Schar der Testfunktionen kann folgendermafien formuliert werden:

Y(z) = f*(2) v =" f*(2). (3.4.5)

Jetzt konnen wir schlieBlich den Ansatz (3.4.3) fiir 7T'(z,t) und die Testfunktion (3.4.5) in die
schwache Formulierung (3.3.2) einsetzen:

ey 9 T e 9 . O T 4
[relt s @] 5 [£ @ uw] aa+ Z Moo L @] 5 (1@ u)] dat

~——

A P(z) T(m,t) P(z) T(z,t)
[al s @) [1@u0)] ac = [ el @] draar
¢ P(x) 'f'(w,t) P(x)

/ [QTI*(I)] (—g¢r) dC + / [ETf(ﬂf)} —aTppiadC ,p=1,2 (3.4.6)
— N———
Ov () oy

Die Vektoren v’ konnen vor die Integrale gezogen werden, da sie konstant sind. Die Knotentem-
peraturen wu(t) und deren Ableitungen «(t) sind nur von der Zeit abhéngig und kénnen daher aus




den Ortsintegralen herausgezogen werden:

NG )0 ()"

81:# Ox,,

QT/pCi*(CL')i*(ZE)T dAa(t) + o’ dAa(t) + o’ / ai*(x)f‘(x)T dC a(t) =
A Cco

/ qE dA+wv / f qR) dC +QT /i*(CL‘) — dTFpiqadC p=1,2 (3.4.7)
A

Durch Ausklammern von v? und u(t) ensteht dann:

8
A A Co

S Sc

M
| [ F@iedA+ | ff(@)(=gr) AC + | f*(@) — aTriadC| u=1,2 (3.4.8)
[rosar froare

p(t)

Den mit den Buchstaben M, S, Sc und p(t) bezeichneten Integralen kommen dabei die folgenden
Bedeutungen zu:

e Die Massenmatrix:

M = / pef*(@)f*(z)" dA (3.4.9)

A

mit der Einheit [
genannt wird.

] die bei thermodynamischen Problemen auch Warmekapazitéatsmatrix

¢ Die Steifigkeitsmatrix:

a * 6 * T
s— [ZL@I@) (3.4.10)
Oz, Oz,

mit der Einheit [ ] die auch Wéarmeleitfihigkeitsmatrix genannt wird.

¢ Der Eteifigkeitsanteil, der aus der CAUCHY-Randbedingung resultiert:

Sc = / af*(z)f*(x)" dC (3.4.11)
Cc

Dieser Anteil tritt nur auf, wenn CAUCHY-Randbedingungen auftreten. Da in unserer Kaf-
feetasse keine solchen Randbedingungen auftreten entfillt dieser Term.

e Der Lastvektor:

1_9=/qu*(§) dA-i-/(—qR)i*(g) dC—I—/anluid(t)i*(g) dc (3.4.12)
A

CN Cc

mit der Einheit [%] In unserem Modell treten keine CAUCHY- sondern nur DIRICHLET-
und homogene NEUMANN-Randbedingungen auf, somit entfillt der letzte Term vollstandig,
da kein CAuCHY-Rand existiert. Der mittlere Term verschwindet ebenso, da der Warmestrom
iiber den Rand bei homogenen Randbedingungen gleich Null ist. Es ergibt sich:

z_9=/q'Ei*(z) dA (3.4.13)

A




3.4.1 Transformation auf Zylinderkoordinaten

Die Kaffeetasse ist im Allgemeinen dreidimensional. Die Matrizen bzw. der Vektor sind bisher nur
fiir die Ebene hergeleitet, nun erfolgt eine Angleichung an das vorliegende rotationsymmetrische
dreidimensionale Problem. Dabei bildt sich das Dreieck zu einem Dreiecksring aus, der rotations-
symmetrisch zur Ordinate liegt mit dem Querschnitt des urspriinglichen Dreiecks.

Anhand eines exemplarischen Integrals soll die Erweiterung verdeutlicht werden. Es wird von einer

h/y,

r/x

Abbildung 3.1: Dreiecksring

Konstanten, die es zu integrieren gilt , ausgegangen.

k= //KdA (3.4.14)
A

Zuerst wird das Féchenintegral in kartesische Koordinaten umgeschrieben und gleich auf den Raum
erweitert. Ein allgemeines Integral einer Konstante sieht wie folgt aus:

k= // Kdxdydz . (3.4.15)

A—Ring

Fiir die zylindrische Tasse und den angenommenen zylindrischen Umgebungsraum bietet sich eine
Integraltransformation auf Zylinderkoordinaten an. Der Ring kann gleich in Dreieicksfliche und
Rotationparameter zerlegt werden.

2
k:// Krdrdhde (3.4.16)
0o A

Es wird hier ausschliellich von vollstdndigen Tassen ausgegangen, so dass der Umfang 360° oder
27 betrégt. Die Integration nach ¢ kann so gleich aufgel6st werden.

k= 27r//Krdrdh (3.4.17)
A

Stellt man sich jetzt den Dreiecksring um die h-achse vor, wie in Abb. 3.1, so ist die von der
r- und h-achse aufgespannte Ebene wieder die (z,y)-Ebene und der Schnitt durch den Ring die
urspriingliche Dreiecksfliche. Damit kénnen die alten Bezeichner wiederverwendet werden.

//rdrdhz//xdxdy
A A

Das vollsténdig transformierte Integral lautet:

k=2m //K:dedy . (3.4.18)
A
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Wenn K durch die jeweiligen Integranden ersetz wird, ergeben sich die auf den rotationsymmetri-
schen, dreidimensionalen Fall angepassten Integrale.

e Die Elementmassenmatrix:

—27T//pcf )T (2) 2 dady (3.4.19)

in ]
¢ Die Elementsteifigkeitsmatrix:
8 * 8 * T
s =27 // [ ( f () zdxdy , w=1,2 (3.4.20)
8513# Tu
in [¥]

e Der Elementlastvektor:

p=2r [[ e f" (z) rdxdy (3.4.21)
/A/
in [W]

3.4.2 Die schwache Formulierung in Zylinderkoordinaten

In den oben aufgefithrten Ausdriicken treten nun nur noch bekannte Groflen auf. Die Warme-
kapazitdt und die Warmeleitfahigkeit fiir die in unserem System auftretenden Materialien, z.B.
Wasser oder Keramik, haben wir dem VDI-Wérmeatlas entnommen. Der Wirmequellstrom ¢g
wird durch die Vorgabe der Anfangstemperatur festgelegt.Mit diesen Abkiirzungen konnen wir
Gleichung (3.4.8) kurz schreiben als:

o Ma(t) + v Su(t) =" p(t) . (3.4.22)

Diese Terme kénnen wir nun nidherungsweise in unserer schwachen Formulierung (3.3.2) identifi-
zieren:

vIMa(t) ~ 27T/pc1/)%—77; dA (3.4.23)
A
o oT
T _— =
vISu(t) ~ /Aa% o, dA, p=1,2 (3.4.24)
v p(t) = 27r/qE1/)dA (3.4.25)
A

Worauf wir hinaus wollen ist eine einfache Differentialgleichung, die wir numerisch 16sen kénnen.
Dazu ziehen wir in Gl. (3.4.22) die in v zusammengefassten Testfunktionen vor das Integral:

T(Ma(t) +Su(t) —pt) =0. (3.4.26)

Da die Testfunktionen zwar auf dem DIRICHLET-Rand Null gesetzt werden, der Rand aber bei der
Betrachtung fiir das Gebiet vorerst ausgeklammert werden kann, kénnen wir v” vor das Integral
ziehen:

M (t) + Su(t) — p(t) = 0 . (3.4.27)

Dies fiihrt auf ein gewohnliches Zeitdifferentialgleichungssystem fiir die Knotentemperaturen uy(t):

Mua+Su=p (3.4.28)

welches wir numerisch 16sen konnen.
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3.5 Berechnung der Elementmatrizen

In Hinblick auf das Gesamtsystem, bei dem die Elementmatrizen vieler unterschiedlicher Elemen-
te berechnet werden miissen, ist es vorteilhaft diese auf ein Einheitsdreieck oder Referenzdreieck
abzubilden. So hat man eine allgemeine Rechenvorschrift, die das Bestimmen erleichtert. Eine
Transformation, die dies leistet, wird gesucht. Anschliefend werden mit dieser Transformation die
Elementmatrizen m, s und der Vektor p ermittelt. Aus diesen wiederrum kann das Gleichungssys-
tem fiir das gesamte Gebiet der Kaffeetasse aufgestellt werden.

3.5.1 Transformation auf das Einheitsdreieck

Das Dreieck A im (z,y)-System, welches eine beliebige Form haben kann, wird auf das Einheits-
dreieck Ag im (&, n)-System transformiert, dessen Knoten in den Punkten (0,0), (0,1) und (1,0)
liegen. Die folgende Transformation bildet das Dreieck A auf das gewiinschte Einheitsdreieck Ag
ab.

z(&,n) =x1+ (w2 — 1)+ (w3 —21) M (3.5.1)
y(&m) =y1+ (y2 —y1)§+ (ys —y1)n

In Matrixschreibweise sieht das dann wie folgt aus:

S B 6)

z(&n) = + . 3.5.3
z(&m) ((yz -y1) (Y3 —w1) n U1 ( )
Somit sind die Formfunktionen f*(z,y) jetzt Funktionen von (£,7n), also f(£,n) und damit auf
das Einheitsdreieck normiert. Ebenso gilt dies fiir die Berechnungsvorschriften der Elementma-
trizen und des Elementlastvektors. Die Spezifizierung der Formfunktionen erfolgt im né#chsten

Abschnitt. Um die Integraltransformation zu vervollstéindigen, muss noch die Determinante der
JAcoBI-Matrix J mit beriicksichtigt werden. Diese berechnet sich aus

dz(&m)  d=(&m)
J = det (8(:c,y)> = 35" Bnn — ‘ (2 — 1) (23 —71)
(&, m) Quien)  frlen) (Y2 —w1)  (ys =)

Damit ergibt sich der Wert von J zu

J=(z2—21)(ys —y1) — (x3 —21)(y2 — 1) - (3.5.4)

Dieser ist immer positiv, wenn die Knoten im mathematisch positiven Drehsinn durchnummeriert
sind.

Die transformierten Berechnungsvorschriften der Elementmatrizen und des Elementlastvektors lau-
ten wie folgt.

e Elementmassenmatrix:

m = 2r / / pe f(6m) ST (6,m) T (€, m) d€ dy (3.5.5)
Aog

¢ Elementsteifigkeitsmatrix:

of ofT 0 T
s—zw// (” )+ L (577))3@(5777)015(177, p=12  (350)

e Elementlastvektor

p=2n / [ dese.n 3uteon dgan (3.57)

12




3.5.2 Bestimmung der Formfunktionen am Einheitsdreieck

Der in Abschnitt 3.4 gemachte polynomiale Ansatz, Gl. (3.4.1) wird hier noch einmal aufgegriffen,
allerdings auf das Einheitsdreieck und die damit verbundenen Koordinaten (¢,7) angewandt. So
lautet der Ansatz fiir T:

T (t,&,n) = a1(t) + az(t)é + as(t)n = 27 (£, ma(t) . (3.5.8)

Die Knotenkoordinaten sind jetzt

(51;771) = (0,0), (527772) = (170)a (53)773) = (Oa 1)

und fiir alle Dreiecke gleich. Daraus ergibt sich fiir die Knotentemperaturen in Matrixschreibweise:

Uy (t) 1 0 0 a1 (ﬁ)
wt) |=1 110 as(t) (3.5.9)
us (t) 1 0 1 as (t)

Durch umstellen konnen die Ansatzkoeffizienten a;(¢) durch die Knotentemperaturen u,(t) ausge-
driickt werden.

a1 (t) 1 0 0 uq (t)

ax(t) |=1 -1 1 0 uz(t) (3.5.10)
as (t) -1 0 1 us (t)

Nun kann dies wieder in den Temperaturansatz (3.5.8) eingesetzt werden und so ergibt sich:

} 1 0 0 uq (t)

Tt éEn =07 -1 1 0 us(t) (3.5.11)
-1 0 1 us(t)

fT

Nach einem Blick auf Gl. (3.4.3) kénnen die Formfunktionen identifiziert und aufgestellt werden.
Die normierten Formfunktionen lauten

1 00
ff= 0" -1 1 0
-1 0 1
1 0 0
=L&m | -1 10
-1 0 1
=(1=¢&=n&m) (3.5.12)
bzw. als Spaltenvektor
1=&—=1n
f(&mn) = £ mit (§,n) € Ao . (3.5.13)
n

Komponentenweise sieht der Formfunktionsvektor wie folgt aus:

hEm=1-8-n (3.5.14)
f2(&n) =¢ (3.5.15)
fs(&mn) =n (3.5.16)

dabei handelt es sich um Ebenengleichungen, so dass der jeweilig betrachtete Knoten den Wert
eins besitzt und die anderen beiden null. Mit diesem Ergebnis lassen sich jetzt die Elementmatrizen
und der Lastvektor als explizite Formel darstellen und es sind lediglich die Materialparameter fiir
jedes einzelne Element anzugleichen.
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3.5.3 Berechnung der Elementmassenmatrix

Die Massenmatrix berechnet sich laut Herleitung, siehe (3.5.5), zu

= 27T//p0f§ m (&) Jx(6,n)dEdn (3.5.5)

mit den Formfunktionen aus Abschnitt 3.5.2 und der Koordinatentransformation (3.5.1) ergibt sich
die Elementmassenmatrix zu

_%//,,c S

n
"(1’14'(1’2—$1)§+($3—$1)77)d§d77-

(3.5.17)

Da die Warmekapazitdt und die Dichte als ortsunabhéngig iiber einem Element angenommen
werden, kénnen diese genau wie die Funktionaldeterminante, die ebenso ortsunabhénig ist, vor das
Integral gezogen werden. Nach der Bildung des dyadischen Produktes kann die Matrix elementweise
integriert werden und ergibt:

331 + 11?2 + 1333 %l’l + %l’z + %333 %331 + %332 + %l’s

:El + IQ + Ig %fbl —+ 19 + %ZEg %fbl + %-IQ + %ZEg (3518)
1 1 1 1 1

xr1 + 6{E2 + 3{E3 %1 + 5L2 + 323 521 + 3%2 + x3

m=7npc—

0|3
3
Die Massenmatrix ist stets positiv, da sich der Vorfaktor aus postiven Teilen zusammensetzt und
die Werte der Matrix nicht negativ werden kénnen. Die Dichte p und die Warmekapazitit kénnen
auf Grund ihre physikalischen Eigenschaften nicht negativ werden. Die Determinante J ist positiv
wenn die Knotennummerierung entgegen dem Uhrzeigersinn vorgenommen wurde. Die einzelnen
Matrixelemente sind ebenfalls positiv, da die xz-Werte alle in der rechten Halbebene liegen. Somit ist
die Eigenschaft der Positiven—semidefinietheit gegeben, die fiir die Losung des Gleichungssystems
von Bedeutung ist.

3.5.4 Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix
Die Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix ergab nach Gl. (3.5.6)

of ofT 0 T
s—zw// (” (€m) + ” @n)):rx(s,n)dsdn. (3.5.6)

Werden die ortsunabhéngigen Faktoren, die Warmeleitfahigkeit A und die Determinate J vor das
Integral gezogen und die partiellen Ableitungen der Formfunktionen in Vektor- bzw. Matrixnota-
tion angegeben, ist folgendes Integral zu betrachten.

flm
S_27T)\J//|: fgm fl,w fQ,m f3,m)+
f3w

fl,y
by | (i oy Foy) |2(&m) dédn (3.5.19)

3,y

Hier werden die Ableitungen der Formfunktion nach den Ortskoordinaten (z,y) benotigt. Dabei
ist zu beriicksichtigen, dass die Formfunktionen Funktionen von (£,7) sind. Diese sind wiederum
von (z,y) abhingig. Daher erhélt man die Ableitung durch Anwendung der Kettenregel.

oy, af, o¢  of,on 0 0
ﬁ,m=a—é(§(w,y),n(:v,y)) aJ; afc 8{782 aééﬁ—f (3.5.20)

LA Ao o Lok,

fiw =3, ((,y),n(x,y)) = ey Tonoy — e T D (3.5.21)
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&xy &y, Mz und 1, die inneren Ableitungen, erhilt man, indem GI. (3.5.3) nach { umgestellt wird.
<§> _ ((:102 —z1) (w3 — xl)) -t <x - ;v1>
U (2 —v1)  (ys—w1) Y-
1 ws—y) (e —w)) (=) _
J\-(@s—z) (z2—a21) ) \y

L(ys—vy1)  —(y2— y1)> <$1)
= 3.5.22
J <—($3—!E1) (x2 — 1) Y1 ( )

Jetzt kann nach den Ableitungsregeln verfahren werden. z1 und y; sind dabei konstante Werte, so
dass deren Ableitung nach = bzw. y null ergibt. Die inneren Ableitungen lauten:

(-v),  &=-g o)

1 1
nm=—3(yz—y1), ny=3(:tz—x1)

o=

§u =
(3.5.23)

Werden diese in Gl. (3.5.20) und Gl. (3.5.21) eingesetzt, kénnen die Ableitungen der Formfunktio-
nen nach x und y bestimmt werden.

of fl,:,; 1 —(ys —y1) + (Y2 — y1)

9. = | Le| =3 (ys —y1) (3.5.24)
ou f3.a J —(y2 —y1)
of hy 1 (w3 —21) — (22 — 1)
90~ |y =3 —(w3 — 1) (3.5.25)
Y J
3,y (w2 — 1)

Damit kann die Steifigkeitsmatrix wie in (3.5.19) ausfiihrlich aufgeschrieben und berechnet werden.

s=2rAJ---

1 —(ys—y1)+(y2—y1)
//—2 (y3—y1) (—(ys—y1)+(y2—y1) (y3—y1) —(yz—yl))-i----
" J —(y2—y1)
0

(zz—z1)—(z2—71)
' < —(ws—w1) ) ((903*961)*(962*961) —(z3—z1) (962961)):|:E(§,77) dgdn (3526)

(z2—z1)

Uber das dyadische Produkt erhiilt man zwei Matrizen, die addiert und vereinfacht werden kénnen.
Gleichzeitig wird der von der Integration nicht betroffene Faktor J% vor das Integral gezogen, so
entsteht:

1 T35+Y3s T32213+Y32913 T32T21+Y32Y21
s = 2w\ 3 T32T13+Y32Y13 1%3"1‘}}%3 T13T21+Y13Y21 IE(f, 77) dgdn . (3527)
A T32%21+Y32Y21 T13T211tY13Y21 23, 4y3,
0

Dabei wurden die Differenzen der Werte x; — x; mit z;; und y; — y; mit y;; abgekiirzt. Diese
Koordinatendifferenzen sind fiir ein Element konstant und kénnen vor das Integral gezogen werden.
Es verbleibt die (&, n)-Komponente zur Integration. Diese wird nach Gl. (3.5.1) ersetzt.

2 2
T32T13+Y32Y13 z73+Y73 r13%21+Y13Y21

1 w§2+y§2 T32213+Y32Y13 T32T21+Y32Y21
s =2w A= e
T32%21+Y32Y21 T13T21+Y13Y21 z3, 43,

1 1-¢

/ / (21 + (z2 — 1) § + (23 — 1) 1) dnd§ (3.5.28)
0 0
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T3 d3
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Y2 2
1
| —— T2 -~
T T3 To T

Abbildung 3.2: Dreieckselement in vektorieller Form

Das geloste Integral ergibt + (z1 4+ @2 4 x3). Damit folgt fiir die Steifigkeitsmatrix:

(3.5.29)

11 235 +U3s T32%13+Y32Y13 T32T211+Y32Y21
s = W)\gj (Il + 2o + 133) T32%13+Y32Y13 3 +y3, T13%21+Y13Y21
T32T21+Y32Y21 T13%21+Y13Y21 x5ty

Die Steifigkeitsmatrixelemente lassen sich als Skalarprodukt der Differenzenvektoren der Element-
knoten deuten. Die Ortsvektoren zu den Knotenpunkten sind dann:

1 T2 x3
= , = d = . 3.5.30
= (yl) T2 (342) und Is <y3) ( )

Der positive Drehsinn kann erzeugt werden, indem die Differenzenvektoren d, entsprechend auf-
gestellt werden. Anschaulich sind die Betrige die Seitenlédngen des Elementes und die Richtungen
der Vektoren ergeben den positiven Drehsinn, wie in Abbildung 3.5.4 dargestellt.

T2 —T1 Z21
d, = —r,= = 3.5.31
G=hh (242 - yl) <y21) ( )
€T3 — T2 32
Ao = 7o — o= — 3.5.32
g =131y <y3 _ yz) <y32) ( )

T — T3 T13
Ao =711 — Ta= = 3.5.33
fs=h~h <y1 - y3) <y13) ( )

Mit dieser Vereinfachung erhilt die Elementsteifigkeitsmatrix wie in Gl. (3.5.29) ihren endgiiltigen
Schliff und lautet:

11 dy-dy dy-dy dy-dy
s = 7T/\§3 (x1+x2+m3) |dg-dy ds-dy dg-dy (3.5.34)
d1'd2 d1'd3 d1'd1

Diese Matrix ist, bis auf den Vorfaktor, eine GRAMsche Matrix, die stets symmetrisch und mindes-
tens positiv semidefinit ist. Damit es eine positiv semidefinite Matrix bleibt, muss der Vorfaktor
positiv sein. Aus diesem Grund wurden die Knoten entgegen dem Uhrzeigersinn, mathematisch
positiv, durchnummeriert, denn so ist die Determinate J positiv und damit auch die Elementsteifig-
keitsmatrix. Wichtig wird dies fiir die Losung des spéter entstehenden linearen Gleichungssystems
mittels des CHOLESKY-Verfahrens.
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3.5.5 Berechnung des Elementlastvektors

Um die Differentialgleichung zu komplettieren fehlt noch der Elementlastvekor. Die Gleichung fiir
den Vektor ist nach Gl. (3.5.7):

p=2r / / gis f(€,) 3 2(€,m) A€ dn (3.5.35)
Ag

Die Formfunktionen und die z(, n)-Komponente werden aufgelést. Die ortsunabhingige Funktio-
naldeterminate wird vor das Integral gezogen, so sieht der Elementlastvektor wie folgt aus:

1=&—n
Q:27TJ//qE ¢ (r1+ (x2 — 1) €+ (3 — 1) m) ddny . (3.5.36)
Ao n

Wird das Produkt gebildet und anschliefend integriert, ergibt sich schliellich der Lastvektor.

- xr1 + %ZEQ + %$3
p=—5dnd 11 + a2 + a3 (3.5.37)
%:ZH + %$2 + x3
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3.6 Aufbau des Gleichungssystems

Die einzelnen Komponenten, die bisher fiir ein Element aufgestellt wurden, sollen jetzt zusam-
mengefasst werden. Dabei wird das gesamte Gebiet (Kaffeetasse und Umgebung) betrachtet. Dies
besteht aus mehr als einem Element. Damit es bei der Erfassung nicht zu Komplikationen und da-
mit zu einer falschen Losung kommt, sollte einiges Grundlegendes sichergestellt werden.Die formale
Wirmeleitungsgleichung

ma(t) + su(t) = p(t) ,

die die Losung des sowohl zeitlichen, als auch 6rtlichen Verlaufes der Temperatur fiir die Kaffeetasse
und deren Umgebung liefert, kann Dank der Gleichungen (3.5.18), (3.5.34) und (3.5.37) beziiglich
eines Elementes mit Leben gefiillt werden.

J z1+3r2+ 323 FT1+3TatiTs 21+ gTatias 0 (£)
WpCE toitizoties fmitwotiws faitizetizs <ﬂ2(t)) + -

13 (t

izt grotivs ot smetios foitivotas a3 (t)

11 dy-dy dy-dy dy-dy u1(t)
T A== (IEl —+ 19 + 2133) <£13'42 dy-dg 43'41) (uz(t)> cee (361)
3J dy-dy dy-dy dy-dy us(t)
1 zi+izatizs
= —qEJ (%I1+I2+%$3>
72 Toi+izatas

In der Problemlosung wird das komplette Kaffeetassensystem in ein Vielzahl von Dreieckselementen
unterteilt.

Wenn man vorrausetzt, dass sich die Gesamtfliche in genau M Dreieckselement mit der Fldche
AW mit | = 1...M unterteilen lisst folgt fiir die Gesamtfliiche des Systems:

M
A=3"A0 (3.6.2)
=1

Nun gehen wir wieder von der schwachen Formulierung ohne Randbedingungen aus. Diese wer-
den spéter in das Gesamtsystem eingebaut. Wir integrieren jetzt jeden Summanden iiber alle M
Elemente und summieren diese auf, so dass wir

M M M
or oy oT
lel " / v d +ZH " / A D, D ,dA ;1 " / vadAl L w=1

AWM - AWM AWM

(3.6.3)
erhalten.
Ab sofort behandeln wir jedes der M Elemente genauso wie das erste Finite Element, d.h. fiir die
Temperatur in jedem Element wird ein Ansatz fiir Formfunktionen aufgestellt, und in jedem Ele-
ment werden Testfunktionen ausgewahlt. Daraus folgt, dass Ergebnisse und Formen iibernommen
werden konnen.
Wir miissen nur beachten, dass gewisse Groflen von Element zu Element unterschiedlich sein
konnen. Um dies zu verdeutlichen, erhalten diese Gréflen einen oberen Index der die Zugehorigkeit
zu ihrem Element darstellt.
So ergeben sich ndherungsweise folgende Formeln:

oT
o / peypg-dA ~ @ "m0 (1) (3.6.4)
A
oY AT
o Aa%%d/l ~ o0 sy, =12 (3.6.5)
AW K H
o / YapdA ~ v p® (1) (3.6.6)
A

Auch die Berechnungsvorschriften fiir die Massen- und Steifigkeitsmatrix sowie den Lastvektor
konnen iibernommen werden. Wiederum werden die elementspezifischen Einheiten mit einem obe-
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ren Index versehen.

O e T N T N v N ¥ L R P ™
m® :wp(l)c(l)ﬁ % §)+ xél)—i— 1 (l) éxgl)-i- él)_i_% (l) éxgl)—kéxg)—i-%xél)
L0y x§l>+ i <z> 10 4 150 71 <z> 10 4 150 1 50
(3.6.7)
. NN O CR O
s® :“(l)gm( OO gz)) d(l) d(z) FoB d(z) FONg (3.6.8)
d(l) d(l) gg”-d(” 40 . g0
™ xgl) + 57 )+ 233&1)
pu):Eq-Ea)J() 1Oy (z)+ 1,0 (3.6.9)
I <Z> n x() o

Setzten wir diese Formeln in die Ausgangsgleichung der schwachen Formulierung ein, so entsteht

eine Naherung
M M M
Z[ 0" _u“)] +Z[ (0750 } Z[ } . (3.6.10)

=1 =1 =1

3.6.1 Aufbau des Geasmtgleichungssystems mit Hilfe von Zuordnungs-
martizen

Jedes Dreieckelement besitzt drei Knotenpunkte, in denen die Temperaturen gespeichert sind. Das
Gesamtsystem besteht aus M Dreieckelementen und enthélt somit 3M Knoten. Da die einzelnen
Elemente aneinander liegen, besitzen diese die selben Knoten. Daraus folgt die gesamt Anzahl von
Systemknoten ist N, < 3M. Pro Systemknoten muss nur eine Temperatur bestimmt werden die
in allen Elementen, die diesen Knoten besitzen, gleich ist. Somit entsteht tiber das gesamte Gebiet
betrachtet ein stetiger Temperaturverlauf. Die unbekannten Temperaturen werden in einem Vektor,
dem Systemtemperaturvektor, zusammengefasst.

wi(t) = : (3.6.11)

UR,, ()
Nun wird ein Zusammenhang zwischen jeder einzelnen Elementtemperatur uz(-l)
temperatur u; gesucht. Dies wird mittels einer Zuordnungsmatrix al®) erreicht.

und einer System-

ul®) =aly* (3.6.12)

Da die Zuordnung eindeutig ist, zu jeder Elementtemperatur gehort genau eine Systemtemperatur,
steht in jeder Zeile der Zuordnungsmatrix al) genau eine 1, sonst nur 0. Die Anzahl der Spalten
spiegelt die Systemtemperaturen wieder, die Anzahl der Zeilen die Elementtemperaturen. Folglich
besitzt al!) eine Abmessung von (3 x Ng,,) und sieht z.B. so aus:

0 u1
uy 0 0 100 0 ul
Wl=101 000 0 , (3.6.13)
® 0 0 00 0 1 .
Nkn

Entscheidend fiir die Stellung der Einsen ist die Nummerierung der System- und Elementtempe-
raturen.
Die Zuordnungsmatrix kann auch fiir den Testfunktionskoeffizienten herbeigezogen werden, somit
folgt

v =aly* & y(l) =v 0" (3.6.14)

Diese Beziehungen werden wieder in die schwache Formulierung eingesetzt.

M M M
v T [Z a®" " m®a® Za(l)TS(l)a(l)‘| ut = Q*T [Z a(l)TB(l)] (3.6.15)
=1 =1 =1
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Fiir die Summen in den eckigen Klammern setzen wir folgende Bezeichnungen fest:

M

M =3 a® m®a® (3.6.16)
=1
M T

5 =3 a®s0al) (3.6.17)

I
-

*

pr =3 al® p® (3.6.18)

M=

Il
-

Die beiden Systemmatrizen M* und S* sind quadratisch und symmetrisch bei einer Abmessung von
(Nkn X Nkp), der Systemlastvektor beitzt eine Abmessung von (Ng,, X 1). Mit den eingefiihrten
Abkiirzungen wandelt sich die Gleichung zu:

o (Mt + St —p) =0, (3.6.19)

Die Gleichung wird nur erfiillt, wenn der Vektor in den runden Klammern verschwindet. Daraus
ergibt sich das gewohnliche Zeitdifferentialgleichungssystem:

M™% + S*u" =p* . (3.6.20)

In der Gleichung sind nach wie vor keine Randbedingungen beriicksichtigt, diese werden erst spéter
eingebaut.
Um Klarheit zu schaffen, folgt nun der Aufbau des Gesamtsystems anhand eines einfachen Beispiels.

3.6.2 FErlauterung anhand eines Beispiels

Der Aufbau des Gesamtsystems soll nun mittels eines einfachen Beispiels erldutert werden. Das
Beispiel ist unterteilt in vier Dreieckselement (eingekéstelte Zahlen) und besitzt fiinf Systemknoten
(eingekreiste Zahlen). Die Knoten innerhalb jedes Elements sind hier entgegen dem Uhrzeigersinn
durchnummeriert (kleine Zahlen) und stellen die lokalen Elementtemperaturen dar.

@ ®

Abbildung 3.3: kleines Zuordnungsbeispiel

Im Gesamtsystem ist ein stetiger Temperaturverlauf vorrausgesetzt, d.h. an Systemknoten an denen
mehrere Elemente anliegen miissen die Elementtemperaturen gleich grof3 sein. Deshalb ergibt sich
fiir die Ng, = 5 Systemknoten in unserem Beispiel folgende Beziehungen:

i) P
O
O NN
4 — %3 — %3
. T




Nachdem wir den Systemtemperaturvektor u* = (uj wj wi wuj ul) erzeugt haben, versuchen
wir nun die Beziehung zwischen Element- und Systemtemperatur im Sinne von

u® =a®y*  [=1.. .4 (3.6.22)

aufzustellen.

Zur Erinnerung, in der Zuordnungsmatrix al) des Elementes [ symbolisieren die Zeilen die Element-
temperaturen und die Spalten die Systemtemperaturen bzw. -knoten. D. h. wenn beispielsweise in
der Zuordnungsmatrix des Elementes [ in der Zeile z und Spalte s eine 1 steht, muss sich im
Gesamtsystem am Knotenpunkt s (eingekreiste Zahl) im Element [ (eingekistelte Zahl) die Ele-
menttemperatur z (kleine Zahl) befinden.

So ergeben sich die folgende Beziehung und Zuordnungsmatrizen:

1 1
ul 1 00 0\ [ wu
uW =1 4 [=[0o 1000 ui | =aWMur, (3.6.23)
D 00100 u4
Us
@) ui
uy 10000 u
uP = P | =00 100 uy | =a®ur, (3.6.24)
e 00010 u4
Us
3) UT
ul 01 0 0 0\ u
uP =1 4P [=[0 00 01 ui | =a®u*, (3.6.25)
e 00100 u4
Us
4 ’uff
ul® 0010 0\]| w
uP =1 P [=f0o 00 01 uwp | =a®u (3.6.26)
ud 00010 uj
Us

Zur Uberprfung schildern wir noch einmal ein konkretes Beispiel. In der Zuordnungsmatrix a(®
steht in der 2. Zeile und in der 3. Spalte eine 1. Vergleichen wir diese Information mit der Abbildung
3.3 unseres einfachen Beispiels, sehen wir im Element 2 am Systemknoten 3 den Elementtempera-
turwert von 2.

Mit Hilfe der Zuordnungsmatrizen konnen wir die Systemmatrizen berechnen. Im folgenden werden
wir dies an der Systemsteifigkeitsmatrix S* genauer aufzeigen. Die Berechnung der Systemmas-
senmatrix M* ist dquivalent und die des Systemlastvektors p folgt danach. Die Gleichung zur
Berechnung der Systemsteifigkeitsmatrix lautet: B

M=4
5 = Y al®’s0al (3.6.27)
=1

Die Systemsteifigkeitsmatrizen der einzelnen Elemente werden demnach durch Matrixmultiplika-
tion ermittelt und danach iiber alle Elemente aufsummiert. Somit ergeben sich die dargestellten
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Summanden und schliefSlich die Systemsteifigkeitsmatrix zu:

(1) (1) (1) (2) 2) (2)
L AN A T &
1) (1) (1
S* — Sy1 Szy Sp3 00 + (2) (2) ((2)
- D 1) (1) g s31 083y s33 0
S31° S32 833 (2) (2) (2)
0O 0 000 s31° 083y s3z 0
0O 0 0 0O 000 0O
ORI I 0060 0 o
3) (3 2
0517 813 0815 00 s® @ (@
| oS s o) |+ bél) 5%3) b(lf)
2 4) (4
0 5, G0 8 |\ ooy (3629
3) (3 3 4) _(4) (4
0857 833" 089y 00 531" 833 S35
1 2 1 1 2 2
S(11)JFS§1) SU§2) S(13)+S(12) 553) 0
1 1 3 1 3 3
Sél) ) 552)+S(11) 553)+S(13) 0 S(12)
_ 1 2) (1 3) (1 2 3 4) (2 4 (3 4
- Sél) +S;1 Sé2)+sé1) Sg3)+sé2)+sés) +S§1) Sés)+s(13) ng)+s(12)
2 2 4 2 4 4
55.1) 0 552)"‘5;1) Sés)"‘sés) 552)
3 2 4 4 2 4
0 5;1) Sés)"‘sél) 5;3) S;z)"‘sé;

In der Systemsteifigkeitsmatrix kénnen wir beobachten, dass sich an manchen Stellen Anteile ver-
schiedener Elementmatrizen iiberlagen. Das ist darauf zuriick zufiihren, dass sich an diesen Stellen
im Gebiet mehrere Elemente einen Knoten teilen. Betrachten wir diese Eigenschaften etwas genauer
gilt z.B.:

e die Elemente und haben die Knoten 3 und 5 gemeinsam. In S* {iberlagern sich an den
Stellen 33, 55 , 35 und 53 Anteile der Elementmatrizen s®® und s(¥);

e die Elemente | 2 | und |4 | teilen sich die Knoten 3 und 4. In s* iiberlagern sich an den Stellen
33, 44 , 34 und 43 Anteile der Elementmatrizen s(® und s®:;

e alle Elemente teilen sich den Knoten 3, demzufolge enthélt s3; Anteile von allen 4 Elementen

Der Systemlastvektor p* berechnet sich folgendermafien:
pr="3 a® p® (3.6.29)

und somit ergeben sich fiir die einzelnen Elemente die Summanden und schliellich der Systemlast-
vektor zu:

1 2
] p ?3) i péli i pé?j
pél) 02 pla) 21) 1) p22 +p13 4
e IR I IO I I e P 4P 4 p® M | (3.6.30)
(2) 0 ® @, @
0 P Ps Py +p
( ® ) OIS
0 0 D2 2 Dy + Dy

Auch im Ergebnis des Systemlastvektors entstehen Uberlagerungen, dies ist wiederum mit gemein-
samen Systemknoten von mehreren Elementen zu erkléren.

e Am Systemknoten liegen die Elemente 1 und 2 mit den Elementtemperaturen 1 und 1
an, dies entspricht der 1. Zeile des Systemlastvektors.

¢ Am Systemknoten liegen die Elemente 1 und 3 mit den Elementtemperaturen 2 und 1
an, abzulesen in der 2. Zeile von p*.

¢ Am Knotenpunkt liegen wiederum alle Elemente an, daher stehen von allen Elementvek-
toren Anteile in Zeile 3 von p*, usw ...

Die Uberlagerungen in den Systemmatrizen und dem Systemlastvektor hingen maBgeblich von
der Nummerierung des System- und Elementtemperaturen ab. Dies wird im folgenden Abschnitt
deutlich, indem wir eine alternative Methode zum Aufbau der Systemmatrizen betrachten.
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3.6.3 Aufbau der Systemmatrizen mit Hilfe von Indextafeln

Die oben aufgezeigte Methode zur Erzeugung der Systemmatrizen mittels Zuordnungsmatrizen ist
in der praktischen Anwendung viel zu aufwéndig. Besitzt ein Gebiet beispielsweise 1000 Dreiecks-
element miissen 1000(3 x 1000) Zuordnungsmatrizen erstellt werden und schlielich zur Berechnung
der Systemmatrizen 2000 Matrixmultiplikationen durchgefiihrt werden.

Deshalb muss eine Alternative, ein schnellerer Weg, gefunden werden, die Systemmatrizen zu be-
rechnen bzw. aufzufiillen. Dies wird moéglich mit Hilfe sog. Indextafeln.

Zur Erlduterung betrachten wir nochmals im oben aufgefiihrten einfachen Beispiel die Einsortie-
rung der Elementmatrizen in die Systemmatrizen genauer. Wir stellen folgende Zusammenhénge
fest:

¢ Die Knotennummer (eingekreiste Zahlen) der 1. lokalen Elementtemperatur (kleine Zahlen)
bestimmt, in welche Spalte der Systemmatrix S* die Elemente der 1. Spalte der Elementma-
trix einsortiert werden.

¢ Allgemein gilt: Besitzt das Element [ den Knoten k an 1. Elementtemperatur, wird in S* in
der k.ten Spalte die 1. Spalte von der Elementmatrix s(¥) eingefiigt. die Knotennummer der 2.
lokalen Elementtemperatur bestimmen, in welche Spalte der Systemmatrix S* die Elemente
der 2. Spalte der Elementmatrix einsortiert werden.

¢ Allgemein gilt: Besitzt das Element [ den Knoten k an 2. Elementtemperatur, wird in S* in
der k.ten Spalte die 2. Spalte von der Elementmatrix s() eingefiigt.

e Analog dazu wird die 3. Spalte behandelt.

Bei den Zeilen lauft es genauso ab:
Die Systemnummer der 1. lokalen Elementtemperatur bestimmt, in welche Zeile von S* die Ele-
mente der 1. Zeile der Elementmatrix eingefiigt werden.

e Im Allgemeinen gilt also: Besitzt das Element [ den Knoten &k an 1. Elementtemperatur, wird
in 8* in der k-ten Zeile die 1. Zeile der Elementmatrix s(!) eingefiigt.

¢ Analog konnen die restliche Zeilen der Systemmatrix mit den Zeilen der Elementmatrizen
gefiillt werden.

Uersichtlicher ist die Vorgehensweise, wenn wir eine Tabelle aufstellen, die sog. Indextafel, in der die
Zuordnung der Elementtemperaturen ugl) zu den Systemtemperaturen u; aufgelistet werden. Fiir

unser Beispiel lautet die Indextafel: Diese Tafel reicht aus, um jeden Eintrag der Elementmatrizen

(1) (2 (3)

Elementnr. | uy Uy~ Us
=1 1 2 3
=2 1 3 4
=3 2 5 3
=4 3 5 4

Tabelle 3.1: Indextafel des Beispiels

an die richtige Stelle der Steifigkeitsmatrix S* zu platzieren. Nimmt man nun ein beliebigen Eintrag
aus einer Elementmatrix, z.B sils), so kann sofort die Stelle in der Steifigkeitsmatrix abgelesen
werden. In der [-ten Zeile stehen die Zeile und Spalte, in die der Wert eingetragen werden muss,

an den Positionen ugl) und ugl). Zur Kontrolle testen wir einige Werte:

e s7;: an den Stellen 1 und 3 der 2. Zeile in der Indextafel befinden sich die Werte 1 und 4.
Daraus folgt, dass der Wert s75 in die 1. Zeile der 4. Spalte von S* eingetragen wird . Oder
kurz:
si3 — Siy

o weitere Werte:
3 *
5:1),2 — S3;
*
Sa1 — S5
Usw...
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Die Aufstellung der Systemmassenmatrix M* erfolgt analog. Beim Aufbau des Systemlastvektors
geben die Eintrige der Indextafel die Zeilen des Systemlastvektors an, in denen die Elemente ein-
gefiigt werden sollen.

Die oben geschilderte Vorgehensweise liefert auch die Grundlage fiir den implementierten Algo-
rithmus des praktischen Teils des Projekts.

Bisher wurde angenommen das keine Randbedingungen auftreten. Der Einbau dieser speziellen
Eigenschaften ist Thema des ndhsten Abschnitts.

3.7 Einbau der Randbedingungen

Die Kaffeetasse und der Raum in dem sie sich befindet werden nur zur Hilfte modelliert, die
Y-Achse des Koordinatensystems ist unsere Rotationsachse. Welche Seite der Kaffeetasse man mo-
delliert ist dabei unerheblich, denn die Fléche wird danach um 360A° rotiert.

Wie bei der Herleitung des Lastvektors schon erwéhnt, kommt das Modell der Kaffeetasse ohne
CaAucHYy-Randbedingungen aus.

Wir benétigen lediglich homogene NEUMANN-Randbedingungen an der Rotationsachse des Mo-
dells, damit dort keine Warme entweichen kann. Dadurch ist der NEUMANN-Anteil des Lastvektors
ebenfalls 0 und wird durch Nichts-tun schon erzeugt.

Der umgebende Raum wird als unendlich weit ausgedehnt angenommen und soll sich durch die
warme Kaffeetasse nicht erwirmen. Letztendlich wird sich ein geschlossener Raum mit 20m? nur
unwesentlich durch einen warmen Kaffee beeinflussen lassen. Deswegen haben wir den Raum ange-
messen weit modelliert und den Rand mit DIRICHLET-Randbedingungen auf konstante 20°Cgesetzt.
Es ist also nur notwendig die DIRICHLET-Randbedingungen einzubauen.

Das Gleichungssystem
mit den bekannten DIRICHLET-Temperaturen in den Knoten 1 und 4
u] = uip und u; = ujp

ausgeschrieben fiir ein Gebiet mit 5 Knoten

My, My, My My, My ul =iy Sy Sia S S Sis ui=ujp 2
M3y M, M3s My, My U5 S31 S35 S33 S34 S35 uy P3
M3y Mgz, Mg Mg, Mgy U3 + S31 S3z Siz S34 Sis ug = P3
My Mg, Mz My, M =ty Si1 Siz Siz Sis Sis uj=ujp P
Mg Mg, Mgy Mg, Mgy i S51 S5o S5 S34 Sss ug 3

148t sich umschreiben zu

My, M7, M7y My, My
N A A AR AR
U1p Mg,y + Uq Mg, + ug Mg + uyp M3, + ug M3y
a1 a2 Mg 4 M5
Mg, Mg, Mg Mg, Mg

STy ) Sis S14 Sis PI

" S35y « S3a " S33 « S34 * S35 P3

+uip S31 + uy S3a + Usg S3s + uyp S34 + Us S35 = P3

Si1 Sia Sis Sia Sis P

S5 S5a S5s S34 S35 p;

Die bekannten Terme (also die Summanden mit den DIRICHLET-Temperaturen) werden auf die
rechte Seite geholt.

Die 1. zeitliche Ableitung einer konstanten Temperatur ergibt 0, somit entfallen die Massenma-
trixvektoren mit den DIRICHLET-Temperaturen.

M7, M7y My 57y 573 Sis
Ug M3, + ug M3z + ug M3y + uq S3o + ug S3s +us | S35 = ...

M, Mj, Mjs Sia Sis Sis

Mg, Mgy Mg S3a Sgs S35
2 STy S14
P3 " S5y * S34
P3 —uip | Si —Uyp | S3a
P; Sh Sia
j S5y Sga
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in Matrixschreibweise ergibt sich

0 M7y, Mys 0 M{y wy 0 Sy, Si3 0 S7s uy pT ST Sia
0 M3y M35 0 M3y U 0 535 S35 0 S35 uy j2 S5y S34
0 Mz, M35 0 M35 U3 + | 055, 5350 S35 u3 = | »p - UTD S5 - UZD S34
0 Mg, My 0 My ) 0 S5y Sis 0 Sis uy P Si1 ia
0 Mg, Mgg 0 Mg ug 0 S5, S35 0 Sg5 ug P S5 S34

Das Gleichungssystem ist jetzt iiberbestimmt, da nur noch drei unbekannte Knotentemperaturen
gesucht werden. Man kann nun die Zeilen und Spalten der bekannten DIRICHLET-Temperaturen
entfernen.

iz Moo M )\ Ga J o { D2 % S J{ v ) =\ Pe ) T tap ( Fn ) T Uap | S
Mgy Mgz Mgy Us Sg52 S53 S5 Us Ps 551 534

Dieses Entfernen der Spalten und Zeilen ist programmtechnisch schwieriger umzusetzen als folgende
Pseudogleichungen einzubauen.

* % * %
lu] =ujp und 1uy = uyp

Mit diesen ergibt sich das folgende Gleichungssystem , das wieder die gleichen Dimensionen wie
das urspriingliche Gleichungssystem aufweist.

00 000 aj 10 000 uj 0 -1 0
0 M3, M35 0 M3y U5 0 535 S35 0 S35 u3 p3 S51 534
0 M3, Mz 0 M3y ug + | 053, S35 0 S35 ug = | r; - UID S31 - 'UJZD 534
0 0 0O 0 O uz 00 010 uz 0 0 -1
0 Mg, Mgy 0 Mg g 0 S5y S35 0 S35 ug P S5q Sga
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Kapitel 4

Numerische Loésungsverfahren

Die Aufgabe, das Betrachten des Abkiihlvorganges der Kaffeetasse, ist ein instationéires Problem
und fiihrt daher auf eine Differentialgleichung, exakter auf ein Anfangwertproblem

my(t) + sy(t) = p(t) . (4.0.1)

Diese zu 16sen steht hier im Mittelpunkt. Es konnen mehrere unterschiedlich gute Verfahren ein-
gesetzt werden, um die Differentialgleichung zu losen. Die Wahl zur numerischen Losung der
Differentialgleichung fiel dabei auf das EULER-Verfahren oder genauer gesagt auf das CRANK-
Ni1cHOLSON-Verfahren. Das EULER- sowie das CRANK-NICHOLSON-Verfahren sind Einschrittver-
fahren und geben nach einmaligem Anwenden die gesuchte Losung an. Hierbei soll geklirt werden,
wie solches Einschrittverfahren aussieht und wie es Zustande kommt, welche Rolle es bei der Pro-
blemlosung spielt und wie es realisiert wird.

Am Ende wird dann ein lineares Gleichungssystem

Az =b

stehen, welches es zu berechnen gilt, um die gesuchten Knotentemperaturen zu erhalten. Dies
wiederum ist Inhalt des zweiten Teils dieses Kapitels, hier wird die CHOLESKY-Zerlegung vorgestellt
und erklart.

4.1 Crank-Nicholson-Verfahren

Es wird zu einer bestimmten Zeit ¢; eine bestimmter Wert y; gesucht bzw. die Approximation wu;.
Dazu wird auf dem zu betrachtendem Intervall ein Gitter eingefithrt mit den Schrittweiten h;, so
dass das Kontinuum diskretisiert ist. Dabei miissen die Schrittweiten nicht dquidistant sein. Dann
werden, ausgehend vom Anfangswert ug = y(to) sukzessive die Nidherungen u; zu den Punkten t;
berechnet. In allgemeiner Form sieht ein explizites Einschrittverfahren folgendermaflen aus.

uo =y (to)
ui+1:ui+hi®(ti,ui,hi,f) ,i:(),l,2,...,m—1 (411)

Hierbei ist @ (¢;, u;, hi, f) die Inkrementfunktion. Sie beschreibt wie der nichste Ndherungswert aus
t;,u; und der Schrittweite h; berechnet wird.

Beim expliziten EULER-Verfahren wird die Ableitung 3(¢) durch den Differenzenquotienten genéhert.
J~ y(t+h) —y(®)

Y (0) (112)
Oder etwas umgestellt
y(t+h) = y(t) + hft,y(t)) (4.1.3)
und fiir die Approximation folgt daraus
wzf(ti,ui) i=0,1,...,m—1 (4.1.4)
lui+1 = u; + hif (i, u;) (4.1.5)
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Also gilt beim expliziten EULER-Verfahren
D (ts, ui, his ) = f(ti, ug) (4.1.6)

Wie zu sehen ist, wird u; 1 aus den Anfangswerten t;, u; berechnet, daher auch explizites EULER-
Verfahren. Der Endwert kann direkt aus den Anfangswerten bestimmt werden.

Werden anstatt der Anfangswerte die Endwerte t;1, u;41 genutzt um wu;41 zu bestimmen, spricht
man vom impliziten EULER-Verfahren.

Uit1 = Ui + hif (tip1, Uit1) (4.1.7)

Da das explizite EULER-Verfahren fiir instabile Differentialgleichungen keine brauchbaren Lésungen
anbiet, wiirde es ausreichen nur das implizite EULER-Verfahren anzuwenden. Allerdings ergibt sich
die beste numerische Losung durch eine Gewichtung beider Verfahren. Dabei werden die Anfangs-
bzw. Endwerte mit einem Gewichtungsfaktor © versehen. Dies fiihrt zum CRANK-NICHOLSON-
Verfahren. Dabei werden das implizite und ezplizite EULER-Verfahren zu gleichen Teilen gewichtet.

Wip1 = i + hi® (ti, i1, wis iy, hi, O, f) (4.1.8)

Die gezeigten Approximationverfahren gelten natiirlich auch fiir den Vektorfall, von dem spéter
noch Gebrauch gemacht wird. Durch komponentenweise Betrachtung gelangt man schnell und
einfach zur vektoriellen Form. Hier der allgemeine Fall:

U1 U1 Dy (ti, uy, hiy f)
Uit = : = : +hi :

it+1 Up i (I)n (tiaﬂiahiuf)

=u; + hi® (i, u;, hi, f) (4.1.9)

Un

4.1.1 Anwendung auf das Anfangswertproblem

Ausgangspunkt ist das instationdren Anfangswertproblem Gl. (4.0.1)

my(t) + sy(t) = p(t) .

Werden die Approximationen

y(ts) = us, y(tiz1) = wiv1, p(ts) = pi, p(tiy1) = pigr und hy = ti11 — t;
eingesetzt, folgt daraus mit dem CRANK-NICHOLSON-Verfahren

mo ST s (@uit (1= 0) i) = pi® — (1= O)pis - (4.1.10)

Dif ferenzenquotient

Gewichtung Gewichtung

Nach etwas Umformarbeit, nach der gesuchten Gréfle w41, wird daraus

Zur Verdeutlichung der unterschiedlichen Einschrittverfahren: je nachdem welcher Wert © zuge-
wiesen wird, resultiert daraus das unterschiedliche Verfahren, da entweder nur die Anfangswerte
(explizites EULER-Verfahren) oder die Endwerte (implizites EULER-Verfahren) zur Geltung kom-

© =1 : CRANK-NICHOLSON-Verfahren
© =0 : implizites EULER-Verfahren
0=1 explizites EULER-Verfahren

Es wird © = % gesetzt, um auf das CRANK-NICHOLSON-Verfahren zu gelangen. Somit sieht die
Gleichung wie folgt aus.

h; h; h;
(m + 78) Uil = ) (pi + piy1) + (m — 75) u; (4.1.12)
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Der skalare Fall soll aber nicht weiter interessieren, da der vektorielle Fall zum Lésen des Anfangs-
wertproblems von Noten ist. In diesem Fall sind die Faktoren m und s Matrizen, p; bzw. p;4; sind

Vektoren.
M+ lig _ M M- Mg 4.1.13
i) =g (eren) (M-8 (4.1.13)
—_— gesuchter Vektor
bekannte Matrix bekannter Rechteseitevektor

Dies ist ein bekanntes Gleichungssystem der Form Az = b und kann mit dem CHOLESKY-Verfahren
gelost werden.

4.2 Cholesky-Zerlegung

Ein lineares Gleichungssystem
Az =>b

kann mittels der CHOLESKY-Zerlegung bestimmt werden, indem die Matrix A in das Produkt
einer unteren Dreiecksmatrix L und ihrer Transponierten L7 zerlegt wird. Die Matrix A muss
dafiir symmetrisch positiv definit sein.

A=LLT (4.2.1)

Das Gleichungssytem hat dann folgende Gestalt:

li1 0 iy - lm 1 b1
= : . (4.2.2)
L LT fid b

Diese Aufspaltung macht es moglich das lineare Gleichungssystem durch zwei lineare Systeme zu
ersetzen, die nicht weiter umgeformt werden miissen, da sie schon in der Dreiecksform vorliegen.
Dazu wird ein inneres Gleichungssystem mit

LTz .= Yy (4.2.3)

definiert, dessen Losungen ein Vektor ist. Mittels dieses Vektors kann das duflere Gleichungssystem
und damit auch das Ausgangsgleichungssystem gelost werden.

Ly=>b (4.2.4)

Die sich ergebenen Gleichungssysteme kénnen durch vorwérts einsetzen (Gleichung (4.2.4)) und
anschlieflendes riickwérts einsetzen (Gleichung (4.2.3)) geldst werden.
Die Matrixeintriage der L-Matrix errechnen sich auf folgende Art und Weise.

/ o1
ark — 3 lem” j=k
ljk = m:;—l (4.2.5)
T (ajk -2 ljmlkm> J#k
m=1

Der Aufwand der CHOLESKY-Zerlegung ist halb so hoch wie der der LR-Zerlegung, daher bietet
es sich an, die Erstere zu wihlen um Zeit und Rechenleistung so gering wie moglich zu halten.

Es sei nochmal bemerkt, dass das CHOLESKY-Verfahren nur fiir symmetrisch positiv definite Matri-
zen angewandt werden kann, da die Wurzel aus einer negativen Zahl im Bereich der reelen Zahlen
nicht definiert ist.

4.3 Verwendung zur Losung des Kaffeetassenproblems

Die Gleichung (4.1.13) kann zwar in dieser Form zum Ergebnis fithren, jedoch erleichtern einige
Vereinfachungen das Losen. Es werden nur DIRICHLET- und homogene NEUMANN-Randbedinungen
angenommen, die zeitlich invariant sind, was zur Folge hat, dass der Lastvektor nicht von der Zeit
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abhéngt, p.(t) = 7_71'+1(t) =p,

Um die Genauigkeit des Temperaturverlaufs zu erhthen, ist es ratsam die Intervallgrossen h klein
zu halten. Dabei steigt die Genauigkeit mit der Intervalldistanz, je kleiner desto besser. Aber
auch dem sind technische und zeitliche Grenzen gesetzt, denn der Rechenaufwand steigt mit jeder
Verfeinerung. Die gewéhlte Schrittweite belduft sich auf 0,5s.
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Kapitel 5

Programmierung und
Vorgehensweise

5.1 Programmtechnische Umsetzung

Bei der Wahl der Programmiersprache kamen wir schnell zum Entschluss, dass C diese Aufgaben-
stellung sehr gut 16sen wiirde. C hat den Vorteil der hardwarenahen und schlanken Programmierung
und einer weiten Verbreitung, so dass wir jederzeit auf verschiedenste Informationsquellen im In-
ternet zuriickgreifen konnten.

Die bendétigten C-Programmteile gliedern sich folgendermaflen:

e Einlesen der Knoten-, Element- und Randbedingungsdatei wie sie vom Netzgenerator zur
Verfligung gestellt werden

e Aufbau der Systemmassen- und Systemsteifigkeitsmatrizen und des Systemlastvektors

Aufstellen des Gesamtgleichungssystems fiir jeden Zeitschritt mit Hilfe des CRANK-NICHOLSON-
Verfahrens

Losen des Gleichungssystem fiir jeden Zeitschritt mittels CHOLESKY-Zerlegung

Ausgabe der berechneten Knotentemperaturen fiir jeden Zeitschritt

Zur Visualisierung war Matlab die Umgebung unserer Wahl. In mehreren Matlab-Scripten entsteht
so ein Zeitraffer eines 180 miniitigen Abkiihlvorgangs, welches sich auf der CD befindet, zudem
erzeugen wir dort auch das Daumenkino, welches in der Fuflzeile zu finden ist und viele weitere
Grafiken die sich in diesem Bericht wiederfinden.
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Das Programm besteht aus mehreren Funktionen die sich modulartig in verschiedenen Dateien
befinden. Die Modularisierung geschah weitestgehend wie in den oben bereits genannten Anforde-
rungspunkten.

Im folgenden sollen die einzelnen C-Dateien genauer beschrieben werden.

waerme_gls.c Dies ist die Hauptdatei unseres Programms, hier stehen die Préprozessoranwei-
sungen und es werden Konstanten sowie Vektoren und Matrizen deklariert. Das gesamte
Programm lduft in der main()-Funktion die wiederum alle anderen benétigten Funktionen
aufruft.

iomat.c In dieser Datei stehen alle Routinen die man bené6tigt um die vom Netzgenerator er-
zeugten Dateien einzulesen. Ausserdem befindet sich hier noch Routinen um die berechneten
Temperaturvektoren in eine Ausgabedatei zu schreiben.

sm.c Diese Datei beinhaltet die Routinen zum fiillen der Systemmassen- und Systemsteifigkeits-
matrix.

rand.c Hier wird der Systemlastvektor generiert, ausserdem werden die Randbedingungen einge-
baut, in unserem Fall handelt es sich dabei nur um die DIRICHLET-Randbedingungen , denn
die homogenen NEUMANN-Randbedingungen werden durch Nichtstungchon erzeugt und wei-
tere Randbedingungen treten in unserem Modell nicht auf.

create gls.c Das zu losende Gleichungssystem wird hier erzeugt, diese Funktion beinhaltet die
Zeitdiskretisierung mit Hilfe des CRANK-NICHOLSON-Verfahrens. Sie macht aus unserem Dif-
ferentialgleichungsystem der Form Mu + Su = p ein lineares Gleichungssystem der Form
Ax =b.

cholesky.c Die enthaltenen Funktionen dienen zum Losen unseres Gleichungssystem und be-
stehen aus einer CHOLESKY-Zerlegung, einer Matrixtransposition und einer Vorwérts- sowie
Riickwirtsauflosungs-Routine. Das Augenmerk liegt auf der CHOLESKY-Zerlegung, sie nimmt
mit Abstand den grofiten Teil der Rechenzeit ein, die Anzahl der Rechenoperationen wichst
quadratisch mit der Anzahl der Knotenpunkte.
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5.2 Nassi-Shneider-Diagramme

waerme_gls — Das C-Programm

Variablen deklarieren

maximale Feldgrossen definieren (max. Anzahl Knoten)

Modellname, Laufzeit, Schrittweite und © wurden beim Aufruf des

Programmes angegeben i
Ja ein

Anzeige der gewéhlten Parameter Aufforderung zur Eingabe und
Erklarung der
Kommandozeilen-Parameter, die beim
Start des Programmes direkt mit
eingeben werden miissen

Bestimmung der Anzahl der Schritte

Einlesen der Elemente-, Knoten- und
Randbedingungsdateien

Systemsteifigkeits- und Systemmassenmatrix fiillen

Lastvektor aufbauen

Randbedingungen in Gleichungssystem einbauen

Knotenkoordinaten und Anfangstemperaturen in
Ausgabedatei schreiben

Schleife iiber Schritte

Gleichungssystem nach CRANK-NICHOLSON
aufbauen

CHOLESKY-Zerlegung der Matrix

Durch vorwirts und riickwirts einsetzen
Losungsvektor bestimmen

Berechneten Temperaturvektor in Ausgabedatei
schreiben

Benotigte Rechenzeit anzeigen
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sm.c — Systemsteifigkeits- und Systemmassenmatrix fiillen

Systemsteifigkeits- und Systemmassenmatrix als NxN deklarieren und Null setzen

Schleife iiber Elemente

die drei Knotenkoordinaten des Dreieckselementes bestimmen

Jakobideterminante des aktuellen Elementes berechnen

Elementsteifigkeits- und Elementmassenmatrix berechnen

Elementsteifigkeits- und Elementmassenmatrix mit Hilfe der Indextafeln zu
Gesamtmatrizen hinzuaddieren

rand.c — Lastvektor erzeugen und DIRICHLET-Randbedingungen einbauen

N-Dimensionalen Vektor deklarieren und Null setzen

Schleife iiber alle Randbedingungen

die beiden zu den Knoten gehtrenden Steifigkeitsmatrix-Spaltenvektoren vom Lastvektor
abziehen

Zeilen und Spalten der Steifigkeits- und Massenmatrix Null setzen

Diagonaleintrige der Steifigkeits- und Massenmatrix 1 setzen

Lastvektor an den beiden zu den Knoten gehérenden Stellen gleich
DiricHLET-Knotentemperaturen setzen

create_gls.c — Gleichungssystem nach CRANK-NICHOLSON aufbauen

Schleife iiber Zeilen des Gleichungssystem

Schleife iiber Spalten des Gleichungssystem

Gesamtmatrixeintrag nach 4.1.13 berechnen

Gesamtvektor mittels Vektormultiplikation der aktuellen Knotentemperaturen mit
Steifigkeits- und Massenmatrix nach 4.1.13 berechnen
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5.3 Vorgehensweise

5.3.1 Der Netzgenerator

Unsere Kaffeetasse und der Raum in dem sie sich befindet miissen zunéchst digitalisiert werden.
Das geschieht im PPM-Netzgenerator. Es ist lediglich notwendig eine Seite des rotationssymmetri-
schen Kérpers in der (z,y)-Ebene zu modellieren, die Transformation in einen dreidimensionalen
Korper iibernimmt spéater das C-Programm.

Hier haben wir eine Kaffeetasse der Hohe 10cm mit einem unteren Durchmesser von 6cm und einem
oberen Durchmesser von 7,5cm modelliert. Die Wandstéirke betrégt in etwa 4mm. In Abbildung 5.1
sind sowohl die reale Tasse als auch die modellierte Tasse in der PPM-Netzgenerator-Umgebung zu
sehen. Sie steht auf einem runden Tisch mit einem Durchmesser von 22cm. Der modellierte Raum
ist 25cm hoch und hat einen Durchmesser von 26cm. AnschlieBend wird das Modell trianguliert wie

T & X

Datel Bearbeften Elementelgenschattzn |

1 y qE T S
| Punite; detaut [ Linin: oottt | oretncre: Kamse (| o) 7 || s o

Abbildung 5.1: reale Kaffeetasse und Kaffeetassenmodell im Netzgenerator (Raster: 2cm)

in Abbildung 5.2 zu sehen. Es entstehen zusétzliche Knoten, Linien zwischen Knoten und Elemente
die jeweils aus 3 Knoten bestehen.

Durch geeignete Verfeinerungen, die durch groflere Dreieckswinkel und kleinere Dreiecksflichen
als Triangulierungparameter vorgegeben werden kénnen, wird die spéitere Simulation an wichti-
gen Stellen wesentlich préziser. So ist etwa der Bereich des Tassenrandes sehr fein trianguliert,
wéahrend z.B. die rechte obere und untere Ecke am #usseren Rand mit sehr grofien Dreiecken
ausgefiillt wurde. Gerade an Unstetigkeitsstellen die durch Ubergiinge zwischen unterschiedlichen
Materialparametern, entstehen ist es von entscheidender Bedeutung die Triangulierung geeignet
zu wihlen. Durch eine gezielte und nicht globale Verfeinerung ist es moglich, wertvolle Rechenzeit
zu sparen. Die Materialeigenschaften, Randbedingungen und Anfangstemperaturen werden bereits
im PPM-Netzgenerator den Knoten, Linien und Elementen zugewiesen.

Die Anfangstemperaturen sind knotenbezogen. Wir unterscheiden in unserem Modell nur in warm
(70°C) und kalt (20°C).

Warm ist ausschliefSlich der Kaffee, alle anderen Punkte starten bei einer Umgebungstemperatur
von 20°C. Materialeigenschaften sind elementbezogen und beinhalten die Wéarmeleitfdhigkeiten,
Dichten und Wirmekapazitidten. Die gewédhlten Parameter sind in der Tabelle 5.1 aufgefiihrt.
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)] ppm-netz.bin _@X
Datei Bearheften Elementeigenschatten |
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Abbildung 5.2: trianguliertes Kaffeetassenmodell im Netzgenerator

Material Warmeleitfahigkeit A [%} Dichte p {%J Warmekapazitit ¢ LQ%KJ
Kaffee (Wasser) 0,6 1000 4183
Luft 0,024 1,204 1005
Porzellan 1,0 2400 730
Holz (Eiche) 0,15 860 1700

Tabelle 5.1: Materialeigenschaften der Kaffeetasse

Die Randbedingungen werden immer zwischen zwei Dreiecksknoten definiert. In unserem Modell
bendtigen wir lediglich homogene NEUMANN-Randbedingungen und DirRICHLET-Randbedingungen.
Die homogenen NEUMANN-Randbedingungen befinden sich an der Rotationsachse und sind in
der Abbildung 5.3 griin dargestellt. Sie simulieren eine perfekte Isolierung und verhindern ein
“Entweichen“ der Warme an der Rotationsachse.

Die DiriCHLET-Randbedingungen stellen den unendlich groflen Raum dar, unsere Kaffeetasse wird
die Temperatur eines durchschnittlichen Zimmers nicht wesentlich erhchen, deswegen setzen wir

den dusseren Rand des Modells (in der Abbildung gelb dargestellt) auf eine feste Temperatur von
20°C.

Alle gewéhlten Eigenschaften sind in den Abbildungen 5.3 und 5.4 nochmals grafisch dargestellt.
Sowohl die Knotentemperaturen als auch die Elementeigenschaften und Randbedingungen sind
dort zu erkennen.

Das fertige Netz kann nun exportiert und mit unserem C-Programm weiterverarbeitet werden.
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Abbildung 5.3: Eigenschaften des Kaffeetassenmodells

5.3.2 Das C-Programm

Das Programm erwartet als Eingangsdateien die *.knt, *.ele und *.rbd Dateien des PPM-
Netzgenerators. Als zusétzliche Parameter miissen die simulierte Laufzeit und die Zeitschrittweite
sowie der Gewichtungsfaktor © gewéhlt werden. Die Parameter werden beim Programmaufruf
iibergeben und werden beim Aufruf des Programmes ohne Parameter niher erliutert.

Ein Beispielhafter Aufruf wiirde folgendermaflen aussehen:

waerme_gls kaffeetasse 3600 0.1 0.5

Dies wiirde eine Simulation des Kaffeetassenmodells mit einer Dauer von 3600 Sekunden, einer
Schrittweite von 0,1 Sekunde und einem © von 0,5 starten. Unseren Abkiihlvorgang der Kaffee-
tasse simulierten wir 3 Stunden mit einer Zeitschrittweite von 0,5 Sekunden, © wihlten wir zu 0,5
womit sich das CRANK-NICHOLSON-Verfahren ergibt.

Das Programm erzeugt eine *.out Datei die den gleichen Namen wie das Eingangsmodell trégt. In
dieser Datei stehen die Koordinaten der Knotenpunkte und fiir jeden Zeitschritt die berechneten
Knotentemperaturen. Dies ist quasi das Ergebnis der numerischen Berechnung, allerdings bedarf
es noch einer Visualisierung der Daten.

5.3.3 Das Matlab-Script

Zunéchst erzeugen wir in Matlab einen Film aus allen Einzelbildern jedes Zeitschrittes, generiert
aus den Knotentemperaturen der Ergebnisdatei des C-Programms. Wir benétigen dazu einige
Unterroutinen die unter anderem die Knotentemperaturen spiegeln, da wir nur die rechte Seite
modelliert haben und auch nur die Temperaturen der rechten Seite aus dem C-Programm erhalten.

Da wir nur die Temperaturen an den Knotenpunkten kennen, muss zwischen diesen interpoliert
werden. Auf diese Weise erhélt man einen Temperaturteppich, wie er in den Abbildungen 5.6 und
5.8 zu sehen ist.

Um die Schnittansicht auf der rechten Seite der Abbildungen zu erhalten, mussten die Tempera-
turen auf der z-Achse um die y-Achse rotiert werden. Der Schnitt befindet sich in der Hohe des
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Abbildung 5.4: detaillierte Darstellung der Triangulierung

Koordinatenursprunges.
AufBlerdem werden aus den unterschiedlichen Materialeigenschaften Polygonziige erzeugt, die die
Umrisse des Modells ohne Triangulierung im Warmenbild darstellen.

Des Weiteren wird in Matlab auch das Daumenkino erzeugt, welches sich hier in diesem Bericht
in der Fuflzeile befindet. Hier konnten viele oben bereits erwihnte Funktionen wiederverwendet
werden. Das Daumenkino sowie der Film zeigen die Abkiihlung einer Kaffeetasse mit 70°C warmen
Kaffee innerhalb von 3 Stunden.
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Abbildung 5.5: Wérmebild der Kaffeetasse zu Begin der Simulation

t = 1:00.0 min t =1:00.0 min
0.1 01
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1

-0.1 -0.05 0 005 041 -0.1 -0.05 0 005 041

40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 5.6: Warmebild der Kaffeetasse nach einer Minute
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t =10:00.0 min t =10:00.0 min
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Abbildung 5.7: Wirmebild der Kaffeetasse nach zehn Minuten

t = 60:00.0 min t = 60:00.0 min

01
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Abbildung 5.8: Warmebild der Kaffeetasse nach einer Stunde
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39




t =120:00.0 min t =120:00.0 min
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Abbildung 5.9: Wirmebild der Kaffeetasse nach zwei Stunden

t = 180:00.0 min t = 180:00.0 min

01
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Abbildung 5.10: Warmebild der Kaffeetasse nach drei Stunden
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Kapitel 6

Parameteranalyse

6.1 FEin einfacher Test

Um die grundsétzliche Funktionstiichtigkeit unseres FEM-Programms zu iiberpriifen, wollen wir
es zunéichst an einem einfachen Beispiel testen. Dazu konstruieren wir das in der Abbildung 6.1

5 T =200K _4

®)

@

1 T =400K 2

Abbildung 6.1: Gitternetz einer Stabquerschnittshalfte

nicht maflstabsgetreu dargestellte Dreiecksnetz. Das Netz besteht nur aus drei Dreiecken und fiinf
Knoten. Das Verhiltnis von Breite zu Hohe betriagt 1:10. Wir belegen alle Knoten mit der Anfang-
stemperatur von 290 Kelvin. An dem unteren Rand, zwischen den Knoten 1 und 2, setzen wir eine
DiricHLET-Randbedingung mit der festen Temperatur 400K und an dem oberen Rand, zwischen
den Knoten 4 und 5 setzen, wir eine ebenfalls konstante Temperatur von 200K. Der Knoten mit der
Nr. 3 befindet sich genau in der Mitte zwischen den beiden Réndern mit konstanter Temperatur.
Nach ldngerer Zeit miisste sich an diesem Knoten die Temperatur 300K einstellen. In Abbildung 6.2
sehen wir das Ergebnis. Die Knotentemperatur nidhert sich exponentiell dem Mittelwert zwischen
den Randtemperaturen.
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Abbildung 6.2: Temperaturverlauf am Knoten 3

6.2 Vergleich mit Experiment

Um zu tiberpriifen ob unser errechneter Temperaturabfall an der Kaffeetasse auch mit der Realitét
iibereinstimmt, haben wir dazu ein Experiment durchgefiithrt. Mit einem Bratthermomenter, das
in einem Temperaturbereich von 0 bis 120°C messen kann, haben wir den Temperaturabfall in
einer mit kochendem Wasser gefiillten Keramiktasse in Abstéinden von 1 bis 5 Minuten iiber einen
Zeitraum von einer Stunde gemessen.

Auflerdem haben wir in einer Simulation, mit den Materialparametern aus Tab. 5.1, die Tempe-
ratur an einem Knoten innerhalb der Kaffeetasse ermittelt. Die zweidimensionale Ausgabe dieser
Rechnung ist auch am unteren Bildrand in Form des Daumenkinos zu betrachten. Diese beiden
Ergebnisse sind in Abbildung 6.3 dargestellt. Innerhalb der ersten 2 Minuten nimmt die Tempe-
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Abbildung 6.3: Vergleich von Simulation und Experiment

ratur etwas stéirker ab, da die Differenz zwischen Wassertemperatur und Tassentemperatur bzw.
Umgebungstemperatur hier am grofiten ist. Je grofler die Temperaturdifferenz zwischen den Me-
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dien ist, um so schneller sinkt die Temperatur im wirmeren Medium. Der dabei zu erwartende
exponentielle Kurvenverlauf ist allerdings in beiden Kurven kaum zu erkennen.

Die Temperatur der Messung sinkt im weiteren Verlauf schneller als die der Rechnung. Dies war
aufgrund der getroffenen Vernachlassigungen auch zu erwarten. Bei der Rechnung werden Wirme-
verluste durch Wérmestrahlung und Warmekonvektion nicht beriicksichtigt.

6.3 Einfluss der Materialparameter

300 ——
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— =50 /
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Abbildung 6.4: Temperaturanstieg iiber die Zeit bei unterschiedlichen A

300
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292
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290

Abbildung 6.5: Temperaturen bei unterschiedlichen A\ zum Zeitpunkt t=120s

Im folgenden soll der Einfluss der drei Materialparameter Wiarmeleitfahigkeit, Dichte und Wérme-
kapazitdt untersucht werden. Dazu haben wir mehrere Programmdurchldufe gestartet und dabei
jeweils das Zeit-Temperaturverhalten untersucht.

Zuerst an dem einfachen Beispiel aus Abschnitt 6.1. Dabei haben wir wieder den Temperatur-
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anstieg am mittleren Knoten betrachtet und jeweils einen Stoffparameter variiert. Zuerst fiir die
Wirmeleitzahl A. Die Kurvenverldufe fiir unterschiedliche A iiber die Zeit sind in Abbildung 6.4
dargestellt. Auflerdem sind in Abbildung 6.5 die Temperaturen zu einem Zeitpunkt ¢ = 120s bei
unterschiedlichen A dargestellt.

Mit steigendem A beschleunigt sich der Temperaturanstieg. Dies entspricht auch unserer Erwar-
tung aus dem FOURIERschen Gesetz (2.1.1): ¢ = —\ grad(T). Bei groBerem A erhoht sich auch die
Wiérmestromdichte ¢. Es wird mehr Wirme pro Zeit transportiert und die Temperatur nidhert sich
schneller dem Mittelwert zwischen den Réandern.
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Abbildung 6.6: Temperaturanstieg iiber die Zeit bei unterschiedlichen Dichten
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Abbildung 6.7: Temperaturanstieg iiber die Zeit bei unterschiedlichen Warmekapazitéten

44




@%}aﬁgg :

%v )

TS A

=

AV ‘ . E\
X ‘d =

-~ VANAVAVZ SVUVAVAY.
AP AVAVS EAVAVARNA
baVavav, I y)v.V,

VAV AN AN BN A S AWAN AVAY

Abbildung 6.8: Warmebild des Kaffeetassenmodells

6.4 Parametervariation am System Kaffeetasse

Da sich der Temperaturgradient in Richtung des Maximums, dem Mittelwert, verringert ergibt sich
in Abhéngigkeit von A der exponentielle Verlauf. Ist A = 1 so ergibt sich fiir den Temperaturanstieg
eine Gerade. Eine hohere Warmeleitzahl erhoht die Warmeleitfdhigkeit des Materials.

Um nun auch das Einflussverhalten der Dichte und der Warmekapazitét zu untersuchen betrachten
wir erneut die bereits in Abschnitt: 2.1 hergeleitete Wérmeleitungsgleichung 2.1.5. Dabei wollen wir
den Einfluss durch innere Warmequellen ¢g ausser Acht lassen und erhalten im eindimensionalen

Fall:
oT T

peoy = )\ax. (6.4.1)
Alle in dieser Gleichung vorkommenden Stoffeigenschaften lassen sich zu einer als Temperaturleit-
fahigkeit
A
=
bezeichneten Stoffeigenschaft zusammenfassen. Wir hatten bereits festgestellt, dass eine hohere
Wiirmeleitzahl die Temperaturleitfihigkeit erh6ht. Einer Erhohung der Dichte p und der Wirme-
kapazitéit ¢ sollte demzufolge in #hnlicher Weise zu einer Absenkung der Temperaturleitfihigkeit
fithren. Das unser Programm diesem Gesetz folgt, ist fiir die Dichte in Abbildung 6.6 und fiir die
Wirmekapazitit in Abbildung 6.7 gut zu erkennen. Wir wollen jetzt noch untersuchen, ob sich un-
ser Programm auch in der eigentlichen Simulation des Kaffeetassenmodells entsprechend unseren
Erwartungen verhilt. Das resultierende Wérmebild ist in Abbildung 6.8 dargestellt. Wir haben
einen Knoten innerhalb der Tasse herausgegriffen und den Temperaturverlauf iiber die Zeit bei
verschieden Werten von A der Tasse dargestellt. Die in Abbildung 6.9 dargstellten Temperatur-
verldufe sind weniger einfach zu interpretieren als in dem oben diskutierten einfachen Stabbeispiel.
Zu Beginn der Rechnung besitzt die Tasse Raumtemperatur. Die Temperatur steigt danach durch
den heissen Kaffee sehr schnell an. Das Material mit der grofiten Warmeleitzahl, A = 2200 erwarmt
sich am schnellsten und erreicht eine hohere Maximaltemperatur als die Materialien mit geringerer
Wiérmeleitzahl.

a (6.4.2)
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Abbildung 6.9: Temperaturverlauf bei verschiedenen Wérmeleitzahlen des Tassenmateriales
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Abbildung 6.10: Temperaturverlauf bei unterschiedlichen Dichten des Tassenmateriales
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Da sich das Wasser im Inneren der Tasse durch Warmeabgabe an die Umgebungsluft bereits wie-
der abgekiihlt hat, erreichen diese Stoffe die Maximaltemperatur erst gar nicht. Dafiir kiihlt die
Titantasse mit sehr geringer Warmeleitzahl im weiteren Verlauf etwas langsamer ab als eine aus
Diamant.

Die Stoffangaben beziehen sich hier allerdings nur auf den untersuchten Faktor Wérmeleitzahl. Die
anderen Materialparameter werden konstant gehalten, um den direkten Zusammenhang darstellen
zu kénnen.

Fiir die in Abbildung 6.10 dargestellten Temperaturverldufe gelten die selben Aussagen. Auch hier
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Abbildung 6.11: Temperatur des Wassers bei unterschiedlichen Dichten des Tassenmateriales
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Abbildung 6.12: Temperatur der Fliissigkeit bei unterschiedlichen Dichten

wurde die Temperatur iiber die Zeit an einem Knoten innerhalb der Tasse bei unterschiedlichen
Dichten dargestellt. Nur, dass in diesem Fall eine hchere Dichte die Temperaturleitfahigkeit der
Tasse absenkt.

In welcher Weise sich das Wasser innerhalb der Tasse bei unterschiedlichen Dichten abkiihlt ist in
Abbildung 6.11 dargestellt. Das Wasser kiihlt sich wegen der anféinglich hohen Differenz zwischen
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Tassen und Wassertemperatur sehr schnell ab. Hat sich die Tasse erwdrmt verlduft die Abkiihlung
vergleichsweise langsam. Das Wasser kiihlt sich also entsprechend schneller ab je grofier die Warme-
leitfahigkeit und je geringer die Dichte der Tasse ist.

Dabei spielt natiirlich auch die Warmeleitfihigkeit der Fliissigkeit in der Tasse eine grofle Rolle.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 6.12 dargestellt. Eine geringere Dichte der Fliissigkeit fiihrt
zu einer hoheren Wirmeleitfihigkeit ¢ und damit zu einer schnelleren Abkiihlung der Fliissigkeit.

6.4.1 Stabilitét

Bei den Rechnungen mit dem Kaffeetassennetz wurde eine Zeitschrittweite von dt = 0,5s ver-
wendet. Bei hoheren Zeitschrittweiten kam es zu einem Oszillieren der Losung oder zu gar keiner
Losung. Es kam also zu einer Kopplung zwischen Zeitschrittweite und Ortsdiskretisierung. Die
Untersuchung der Stabilitdt mit Hilfe des Satzes von Lax ist aufgrund des inhomogenen Gitters
sehr schwierig und soll hier nicht gemacht werden.
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Kapitel 7

Fazit

7.1 Ziele und Schwierigkeiten

Zusammenfassend kénnen wir unser Ziel, ein einfaches FEM Programm zur Simulation der Ab-
kithlung einer Kaffeetasse zu entwickeln, als vollstéindig erreicht betrachten. Einige Zielstellungen,
z.B. die Idee, die Ergebnisse der Rechnung auch als Film auszugeben, enstanden erst wiahrend der
Implementierung des Programms. Die grofiten Schwierigkeiten ergaben sich bei der Transformati-
on des 3D-Problems in ein 2D-Modell. Da das in dieser Form in einem PPM-Projekt noch nicht
gemacht wurde, mussten wir die Losung dafiir erst in Zusammenarbeit mit den Tutoren finden.
Schwierigkeiten ergaben sich auch aus der Komplexitidt des Programmcodes heraus und der da-
mit verbundenen aufwindigen Fehlersuche. So erhielten wir Anfangs trotz einer falsch besetzten
Steifigkeitsmatrix Ergebisse im Rahmen des denkbar Mo6glichen. Zwar zeigen die im Kapitel Pa-
rameteranalyse errechneten Werte weiterhin groflere Abweichungen zu realen Messwerten, diese
lassen sich jedoch mit den getroffenen Vereinfachungen recht gut erkléren.

7.2 Verbesserungsmoglichkeiten

In den Vereinfachungen liegen auch die ersten Ansatzmoglichkeiten fiir weitere Verbesserungen
des Programms. Dabei betrachten wir zuerst die vernachldssigte Warmekonvektion. Konvektion
ist dadurch gekennzeichnet dass die Warmeiibertragung durch den Transport von Teilchen be-
werkstelligt wird, die thermische Energie mitfithren. Ursache sind also die durch den Tempera-
turgradienten hervorgerufenen Dichteunterschiede, die zu Auf- bzw. Abtrieb des Kaffees und der
Luft fithren. Die Konvektion wird nun bestimmt durch die Grenzschichten zwischen Kaffee und
Tasse und zwischen Kaffee und der Luft. Die wesentlichen Parameter sind die Temperatur und die
Zusammensetzung der Stoffe, sowie die Stromungsgeschwindigkeit. Die Konvektion zwischen dem
Kaffee und der Tassenwand ist aufgrund der geringen Stromungsgeschwindigkeit sicherlich sehr ge-
ring aber die Konvektion zwischen dem Kaffee und der Luft ist zusétzlich mit einem Stoffaustausch
verbunden, da das Wasser einen endlichen Séttigungsdampfdruck besitzt und Diffusion infolge von
Partialdruckdifferenzen stattfindet. Dem Kaffee wird also ein nicht unwesentlicher Anteil an Ver-
dampfungswirme entzogen.
Fiir unsere relativ einfache geometrische Anordnung kénnte der gesamte Einflufl der Konvektion an
der Fliache A ndherungsweise durch einen konvektiven Wérmeiibergangskoeffizienten beriicksichtigt
werden:

q = akonvA(TO — Tf) (7.2.1)

Aus dem Temperaturfeld und den Stromungsgeschwindigkeiten ldsst sich der konvektive Warme-
koeffizient aigon, ausrechnen. Eine andere Moglichkeit besteht in der experimentellen Ermittlung
dieses Koeflizienten.

Auch der Wirme- bzw. Energieaustausch durch Absorption und Reflexion elektromagnetischer
Wellen, also der vernachlassigten Warmestrahlung ist nur bei einfachen geometrischen Anordnun-
gen einfach zu bestimmen. Durch Erweiterung des STEFAN-BOLTZMANN-Gesetzes fiir eine Anord-
nung mit dem Formfaktor F;; eines Strahlers mit dem Emissionsgrad e fiir den von einer Fldche i
auf eine Fliche j iibertragenen Wérmestrom gilt:

q; = ez‘Fngz(Tzzl — Tj4) (722)
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Um die Warmeiibertragung durch Strahlung in einer FEM Rechnung zu beriicksichtigen, kann
diese in einen Wirmeiibergangskoeffizienten umgerechnet werden:

qi

AT -1 2

Ustrahl =

Der Warmeiibergangskoeflizient fiir Strahlung und Konvektion kann zu einem Gesamtkoeffizie-
ten zusammengefafit werden, und konnte als Randbedingung an den Flichen des Tassenmodells
appliziert werden:

= Qgtrahl T Qkonw (724)

Die dafiir benoétigte textscCauchy-Randbedingung haben wir im Programm bereits implementiert
aber nicht genutzt.

Weitere Verbesserungsmoglichkeiten bestehen in der Einbeziehung der Temperatur- und Orts-
abhéingigkeit der Materialparameter A\(T,Z) und p(T'). Die zugrundeliegende Wirmeleitungsdif-
ferentialgleichung ist dann aber nicht mehr so einfach integrierbar.

Um nicht rotationssymmetrische Tassen zu untersuchen, miissten dreidimensionale Volumenele-
mente verwendet werden, da die Reduzierung auf ein 2D Problem in diesem Fall nicht mehr mdoglich
ware.

Um die Orts- und Zeitauflosung weiter zu verbesseren, kénnte man innerhalb der Grenzen von
Rechenleistung und Stabilitdt das Netz verfeinern und die Zeitschrittweite dt verringern.

7.3 Kritik der Lehrveranstaltung

Besonders gut haben uns die individuellen wochentlichen Sprechstunden mit den Tutoren gefallen.
Aus diesen Sprechstunden haben wir auch den Grofiteil an Wissen und Motivation fiir die Ver-
wirklichung des Projekts erhalten. Diese an der TU seltene intensive Betreuung kénnte ruhig noch
weiter ausgebaut werden. Das in den Blockveranstaltungen vermittelte Wissen wurde unserer Mei-
nung nach etwas zu komprimiert vorgetragen. Die Gruppenarbeit fanden wir in sofern sehr sinnvoll,
als dass die laufende Diskussion in der Gruppe {iber das Thema dem Lernen sehr zutraglich war.
Trotz sehr motivierter Gruppenmitglieder fehlte es uns aufgrund der schwierigen Terminfindung
zwischen 4 Studenten teilweise etwas an Effizienz. Insgesamt fanden wir das Projekt wesentlich
sinnvoller als eine Lehrveranstaltung mit Frontalunterricht.
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Anhang A

Verzeichnisse

A.1 Groflenverzeichnis

Formelzeichen | Bedeutung Einheit
q Wiérmestromdichte (W]
Q Summe der Wirmestromdichte (W]
4R Wirmestromdichte einer NEUMANN-Randbedingung (W]
qE Wirmestromdichte einer Wirmequelle (W]
A Wirmeleitzahl [%}
c spezifische Wirmekapazitét [ﬁ}
p Dichte E3
e Wirmeiibergangskoeffizient [ m‘Q/K }
T Temperatur [K]
ug Temperatur am Knoten k [K]

P(z) Testfunktion -

& nicht normierte Formfunktion am Knoten k -
fr normierte Formfunktion am Knoten k -
m Massenmatrix eines Elementes [%]
s Steifigkeitsmatrix des Elementes [ [%}
sgé) Steifigkeitsmatrixeintrag des Elements [ an der Position [%}
p Lastvektor eines Elementes (W]
2 Eintrag im Elementlastvektor des Elemntes [ an der Position ¢ (W]
M Gesamtelementmassenmatrix [%]
S Gesamtelementsteifigkeitsmatrix (]
Sc CaucHy-Anteil der Gesamtelementsteifigkeitsmatrix [%}
P Gesamtelementlastvektor (W]
M* Systemmassenmatrix [%]
S* Systemsteifigkeitsmatrix (]
S5 Systemsteifgkeitsmatrixeintrag an der Position 4j [%}
p* Systemlastvektor (W]
J Jacobidterminante -

S} Gewichtungsfaktor der Zeitdiskretisierung -

t Zeit [s]
al®) Zuordnungsmatrix eines Elementes -
A Zuordnungsmatrix -
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